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LA DEFINIZIONE DI APOTEMA  
E L’EQUIVALENZA DI FIGURE GEOMETRICHE 

NEL PIANO E NELLO SPAZIO 
 

CARMEN CARANO 
 
 
 
 
SUNTO: In questo lavoro si dà una definizione unitaria del 

concetto di apotema, prima per figure geometriche conves-
se piane (per le quali si generalizza la definizione nota di 
apotema di un poligono regolare) e a seguire per figure 
geometriche convesse solide (per le quali la nuova defini-
zione è del tutto diversa da quella che viene comunemente 
data di apotema di piramide e di cono).  
Si verifica l’equivalenza nel piano tra un generico poligono 
o un cerchio (e quindi anche un settore circolare), e un 
triangolo (e si descrive come costruire un triangolo equiva-
lente a un cerchio, e un triangolo equivalente a un settore 
circolare; si dimostra poi che la superficie di un poligono 
regolare circoscritto a un cerchio e esterna a tale cerchio è 
equivalente a un settore circolare, e quindi a un triangolo).  
Si verifica l’equivalenza nello spazio tra un generico polie-
dro, un cono, un cilindro o una sfera, e un tetraedro.  
Infine si arriva a una definizione unitaria del concetto di 
apotema di figure geometriche convesse (piane e solide). 
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ABSTRACT: This paper provides a unified definition of the 
concept of apothem, first for convex plane geometric 
figures (for which the known definition of the apothem of a 
regular polygon is generalized) and then for convex solid 
geometric figures (for which the new definition is 
completely different from the commonly given definition 
of the apothem of a pyramid and a cone). 
The equivalence in the plane between a generic polygon or 
circle (and therefore also a circular sector) and a triangle is 
verified (and how to construct a triangle equivalent to a 
circle, and a triangle equivalent to a circular sector is 
described; it is then shown that the surface of a regular 
polygon circumscribed about a circle and external to that 
circle is equivalent to a circular sector, and therefore to a 
triangle). 
The equivalence in space between a generic polyhedron, a 
cone, a cylinder, or a sphere, and a tetrahedron is verified. 
Finally, we arrive at a unitary definition of the concept of 
apothem of convex geometric figures (plane and solid). 
 
 
 

I poligoni e i poliedri di cui si tratta nei paragrafi se-
guenti sono da considerarsi convessi. 

 
 

11..  GGeenneerraalliizzzzaazziioonnee  ddeellllaa  ddeeffiinniizziioonnee  ddii  aappootteemmaa  ddii  
uunn  ppoolliiggoonnoo  ee  eeqquuiivvaalleennzzaa  ttrraa  uunn  ppoolliiggoonnoo  ee  uunn  ttrriiaann--
ggoolloo  

  
Si definisce apotema di un poligono regolare di n lati  
il raggio del cerchio inscritto nel poligono; il poligono si 
può pensare come l’unione di tanti triangoli quanti sono 

nP
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i suoi lati (ottenuti unendo il centro del cerchio ai vertici 
del poligono stesso), aventi per basi i lati del poligono e 
per altezza il suo apotema, e pertanto è equivalente a un 
triangolo avente base uguale al perimetro del poligono e 
altezza uguale al suo apotema.  

La definizione di apotema può essere così modificata: 
si definisce apotema di un poligono regolare l’altezza de-
gli infiniti triangoli di base uguale al perimetro del poli-
gono ed equivalenti al poligono stesso. Tale definizione 
permette di generalizzare il concetto di apotema anche a 
un poligono  generico; ciò è ovvio se il poligono, pur 
non essendo regolare, è circoscrivibile a un cerchio (in 
tal caso l’apotema è ancora il raggio di tale cerchio); in 
generale, considerato un poligono qualsiasi di n lati di 
lunghezze l1,l2,l3,…ln, esso può essere diviso in n triango-
li, unendo un generico punto interno al poligono ai suoi 
vertici; indicate con h1,h2,h3…hn le altezze di tali trian-
goli, definiremo come segue l’apotema a di : 

 

. 

 
Pertanto  sarà equivalente a un triangolo di base 

uguale al suo perimetro e altezza a. 
 

DDeeffiinniiaammoo  aappootteemmaa  ddii  uunn  ggeenneerriiccoo  ppoolliiggoonnoo  ll’’aalltteezzzzaa  
ddeeggllii  iinnffiinniittii  ttrriiaannggoollii  aadd  eessssoo  eeqquuiivvaalleennttii,,  aavveennttii  llaa  bbaa--
ssee  uugguuaallee  aall  ssuuoo  ppeerriimmeettrroo..  
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(se il poligono è regolare, o se comunque è possibile inscrive-
re in esso un cerchio, come detto, l’apotema del poligono 
coincide con il raggio del cerchio in esso inscritto). 
  
Se il poligono  è regolare, indicata con l la misura 

dei suoi lati, il suo apotema, e quindi il raggio del cerchio 
inscrivibile in Pn, sarà:  

 

 

 

 

  
  

22..  DDeeffiinniizziioonnee  ddii  aappootteemmaa  ddii  uunn  cceerrcchhiioo  ee  eeqquuiivvaalleennzzaa  
ttrraa  uunn  cceerrcchhiioo  ee  uunn  ttrriiaannggoolloo  

  
Sia  un poligono regolare di n lati circoscritto a un 
cerchio C di raggio r; al crescere di n si otterranno poli-
goni, tutti di apotema , che si avvicineranno sem-
pre più a C. Il passaggio al limite, per n tendente a infi-
nito, porterà al poligono regolare con infiniti lati di mi-
sura infinitesima, coincidente col cerchio di raggio r; an-
che in tale situazione limite il cerchio continuerà a essere 
equivalente a un triangolo avente base di lunghezza pari 
a quella del suo contorno (che in questo caso è la circon-
ferenza) e altezza r: 

 

. 
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Analogamente a quanto visto per i poligoni, si defini-
sce apotema di un cerchio l’altezza degli infiniti triangoli 
con base uguale alla circonferenza del cerchio ed equiva-
lenti al cerchio stesso (per il quale sarà quindi ancora, 
come per tutti gli infiniti poligoni regolari  circoscritti 
a C al variare di n, ): 

 

. 

 
Da ciò segue che anche un settore circolare  (q_esima 

parte del cerchio) è equivalente a un triangolo avente base di 
lunghezza  pari a quella dell’arco che sottende il settore e 
altezza r: 

 

. 

 
Da quanto visto in questo paragrafo e nel precedente, 

possiamo in generale dire che l’area di un qualunque po-
ligono o di un cerchio è: 

 
aarreeaa  ((ppoolliiggoonnoo  oo  cceerrcchhiioo))  ==  

mmiissuurraa  ddeell  ccoonnttoorrnnoo  ((ppeerriimmeettrroo  oo  cciirrccoonnffeerreennzzaa))  xx  aappootteemmaa//22  
 
(il raggio del cerchio può essere considerato l’apotema di un 
poligono regolare, identificabile col cerchio stesso, avente in-
finiti lati di lunghezza infinitesima). 
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33..  CCoommee  ddiisseeggnnaarree  uunnoo  ddeeggllii  iinnffiinniittii  ttrriiaannggoollii  eeqquuiivvaa--
lleennttii  aa  uunn  cceerrcchhiioo  ee  iinn  ggeenneerraallee  aa  uunn  sseettttoorree  cciirrccoollaarree  

  
Ci proponiamo di disegnare uno degli infiniti triangoli 
equivalenti a un cerchio. Consideriamo un cerchio di 
raggio r e centro nell’origine del riferimento cartesiano, 
sia A il punto d’intersezione della circonferenza col se-
miasse positivo delle x; a partire da A, sulla retta passante 
per A parallela all’asse delle y, nel semipiano positivo delle 
y, determiniamo un punto B in modo tale che la lunghez-
za del segmento AB sia pari a quella della circonferenza.  

Per individuare il punto B, determiniamo l’angolo 
avente come primo lato il semiasse positivo delle x e se-

condo la semiretta OB; dovrà essere: 
 

 
 

da cui: 
 

. 
 

Il punto B sarà quindi l’intersezione della retta passan-
te per A parallela all’asse y e della semiretta di origine O, 
situata nel primo quadrante, che forma col semiasse posi-
tivo delle x l’angolo . 
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FFiigguurraa  11..  

 
Un cerchio di raggio r è, quindi, sempre equivalente a 

un triangolo rettangolo avente un cateto uguale a r e 
l’angolo acuto  adiacente a esso di ampiezza pari a 

 (ovviamente, in generale, tutti gli infiniti trian-
goli, aventi un lato di lunghezza uguale a  e altezza 
relativa a tale lato uguale a r, saranno equivalenti a tale 
cerchio).  

 
Risulteranno pertanto anche equivalenti le regioni 

piane evidenziate nella figura seguente: 
 

d
p2tan 1-

r×p2



16 Carmen Carano 

 
FFiigguurraa  22..  

 
Quanto visto per un cerchio può essere generalizzato a 

un qualunque settore circolare. Ci proponiamo quindi di 
disegnare uno degli infiniti triangoli equivalenti a un set-
tore circolare di un cerchio. Consideriamo, nuovamente il 
cerchio C di centro nell’origine del riferimento e raggio r, 
sia A il punto d’intersezione della circonferenza col se-
miasse positivo delle x; sulla semiretta passante per A, nel 
semipiano positivo delle y, determiniamo un punto B’ in 
modo tale che la lunghezza del segmento AB’ sia uguale a 

 (con ); ovviamente per  avremo il 
caso analizzato precedentemente di un settore circolare 
coincidente con l’intero cerchio). 

mr /)2( p 1³m 1=m
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Il triangolo  (di area ) sarà equivalente 
a un settore circolare  di angolo al centro  

che sottende un arco  di lunghezza 
 uguale a . 

  
Risulteranno pertanto anche equivalenti le regioni 

piane evidenziate nella figura seguente: 
 

 
FFiigguurraa  33..  

 
Il secondo lato ( ) del settore circolare sarà, 
 

- se , interno al primo quadrante (come nella FFii--
gguurraa  33); 

OAB' mr /2×p

bC
S m/2pb =

"AB
rmr ×=× )/2( pb 'AB

"OB

4>m
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- se , sul semiasse positivo dell’asse ;  
- se , interno al secondo quadrante;  
- se , sul semiasse negativo dell’asse ; 

- se , interno al terzo quadrante; 

- se , sul semiasse negativo dell’asse ; 

- se , interno al quarto quadrante; 

- se , sul semiasse positivo dell’asse  (come nella 
FFiigguurraa  22). 
 

Se poniamo  e , sarà 

, uguale anche alla lunghezza   
dell’arco , da cui sarà . 

Un settore circolare di raggio r e ampiezza  è quindi 
equivalente a un triangolo rettangolo avente un cateto 
uguale a r e l’angolo acuto ad esso adiacente  
(per l’intero cerchio, come visto precedentemente, è 

 e ). 
 
A partire da un qualunque settore circolare che sotten-

de un arco  di primo estremo un punto A del se-
miasse positivo delle x, quindi, possiamo costruire il 
triangolo  ad esso equivalente considerando, sulla 
retta passante per A parallela all’asse y, nel primo qua-
drante, un punto B’ tale che  sia uguale alla lunghez-
za dell’arco sotteso dal settore circolare e quindi conside-
rando la semiretta  tale che  (ovvia-
mente, in generale, tutti gli infiniti triangoli, aventi un 
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lato di lunghezza uguale a quella dell’arco sotteso dal set-
tore circolare e altezza relativa a tale lato uguale al suo 
raggio, saranno equivalenti a tale settore).  

  
  

44..  EEqquuiivvaalleennzzaa  ttrraa  llaa  ssuuppeerrffiicciiee  ddii  iinn  ppoolliiggoonnoo  rreeggoollaarree  
eesstteerrnnaa  aall  cceerrcchhiioo  iinn  eessssoo  iinnssccrriittttoo  ee  uunn  sseettttoorree  cciirrccoollaarree    

 
Consideriamo un poligono regolare Pn circoscritto al cer-
chio C di raggio r:  

 

 
FFiigguurraa  44..  

 
Sarà 
 

       da cui      

 
e 

. 

n
rl ptan

2
×=

n
rnPPerimetro n

ptan2)( ××=

n
rnPArea n

ptan)( 2×=



20 Carmen Carano 

Di seguito diamo una dimostrazione del limite notevole  
 

 

 
diversa da quella che generalmente si trova sui testi scolastici di matema-
tica.  

 
Dato che, al tendere di n a infinito il poligono Pn tende al cerchio, 

sarà:  
 

 

 
e quindi:  
 

 

 

 

 

Da ciò, posto , dovrà essere  
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La parte di Pn esterna al cerchio ha area: 
 

 

 
e, per quanto visto alla fine del paragrafo precedente, sarà 
uguale all’area di un settore circolare (somma di  set-
tori circolari uguali del cerchio inscritto nel poligono) di 
ampiezza  tale che: 

 

 

 
da cui: 

 

. 

 
Per esempio, se consideriamo un esagono regolare circo-

scritto a un cerchio di raggio r, la parte di poligono esterna al 
cerchio sarà equivalente a un settore circolare di raggio r e 
ampiezza:  

 

. 

 
Tale settore circolare è equivalente, per quanto visto, a 

un triangolo rettangolo avente un cateto uguale a r e 
l’angolo acuto ad esso adiacente di ampiezza 

. 
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Quindi ogni poligono regolare Pn è equivalente al cer-
chio in esso inscrivibile, di raggio il suo apotema, più un 
suo settore circolare di angolo al centro di ampiezza 

. 

 
 

55..  DDeeffiinniizziioonnee  ddii  aappootteemmaa  ddii  uunn  ppoolliieeddrroo  ee  eeqquuiivvaalleennzzaa  
ttrraa  uunn  ppoolliieeddrroo  ee  uunn  tteettrraaeeddrroo    

  
Analogamente a quanto accade nel piano per i poligoni, 
ogni poliedro di n facce, regolare o no, che possa essere 
circoscritto a una sfera di raggio r, può essere pensato 
come l’unione di n piramidi tutte di altezza r, aventi 
come basi le facce del poliedro e vertice il centro della 
sfera, risultando pertanto equivalente a una piramide di 
base un poligono di area pari alla superficie del poliedro 
e altezza r. 

Come per la definizione di apotema di un poligono 
generico data nel primo paragrafo, possiamo allora defi-
nire apotema di un poliedro generico l’altezza di una 
delle infinite piramidi aventi area di base pari alla super-
ficie del poliedro, equivalenti al poliedro stesso (nel caso 
di un poliedro circoscrivibile a una sfera, esso coincide 
con il raggio della sfera).  

 
Considerato un poliedro generico di n facce, esso può 

essere diviso in n piramidi aventi come basi le facce di 
aree Si del poliedro e come altezze le distanze hi di un 
qualunque punto interno al poliedro dai piani di ognuna 
di tali facce. L’apotema del poliedro sarà: 

 

÷
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. 

 
Tale poliedro è quindi equivalente a una piramide con 

base di area pari a quella della superficie del poliedro (per 

esempio una piramide con base quadrata di lato ) 

e altezza a.  
 

Il poligono base della piramide è equivalente  
a un triangolo avente come base il suo perimetro e 
come altezza ab il suo apotema (quindi con 

). 

 
Pertanto il poliedro è equivalente a un tetraedro avente 

una delle facce equivalente alla superficie del poliedro e 
relativa altezza uguale ad a.  

 
DDeeffiinniiaammoo  aappootteemmaa  ddii  uunn  ggeenneerriiccoo  ppoolliieeddrroo  ll’’aalltteezzzzaa  
ddeeggllii  iinnffiinniittii  tteettrraaeeddrrii  eeqquuiivvaalleennttii  aall  ppoolliieeddrroo,,  aavveennttii  llaa  
bbaassee  ddii  aarreeaa  uugguuaallee  aa  qquueellllaa  ddeellllaa  ssuuppeerrffiicciiee  ddeell  ppoolliieeddrroo.. 

 
(se il poliedro è regolare, o se comunque è possibile inscrive-
re in esso una sfera, l’apotema del poligono, come detto, 
coincide con il raggio della sfera in esso inscritta). 
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66..  DDeeffiinniizziioonnee  ddii  aappootteemmaa  ddii  uunn  ccoonnoo,,  ddii  uunn  cciilliinnddrroo,,  
ddii  uunnaa  ssffeerraa  ee  eeqquuiivvaalleennzzaa  ttrraa  ooggnnuunnaa  ddii  ttaallii  ffiigguurree  
ggeeoommeettrriicchhee  ee  uunn  tteettrraaeeddrroo 
  
CCoonnoo  
  

Considerato un cono di raggio di base r e altezza h, come 
per i poliedri, definiamo il suo apotema come l’altezza di 
uno qualunque degli infiniti tetraedri equivalente ad esso, 
aventi come base un triangolo di area uguale a quella della 
superficie del cono (prima di individuare uno di tali te-
traedri, passeremo per un cono equivalente al cono di 
partenza, di area di base uguale a quella della sua superfi-
cie e altezza uguale al suo apotema). Sarà quindi: 
 

(1). 
 

Si verifica facilmente che l’apotema, così calcolato, 
coincide con il raggio rs della sfera inscritta nel cono (come 
per tutti i poliedri nei quali è possibile inscrivere una sfera): 

  

. 

 
(  rappresenta l’apotema del cono, come viene co-
munemente definito). 
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Quindi, dalla relazione (1), possiamo dedurre che il  
cono di partenza è equivalente a un altro cono con area di 

base  uguale 
all’area della superficie del cono di partenza (e cioè 

all’area di un cerchio di raggio ) e  
altezza uguale all’apotema del cono di partenza.  

 
Il cono così ottenuto, per quanto visto in precedenza, 

è equivalente a un tetraedro avente una faccia con un lato 

uguale a  e relativa altezza uguale a 

.  
 
Pertanto il cono di partenza, come da definizione data 

del suo apotema, è equivalente a un tetraedro avente una 
faccia di area uguale a quella della superficie del cono e 
altezza relativa ad essa uguale all’apotema del cono. 

 
CCiilliinnddrroo  

 

In un cilindro di raggio r e altezza h, è possibile inscrivere 
una sfera (di raggio rs=r) . In tal caso il cilindro 
è regolare e si definisce ancora il suo apotema come il 
raggio della sfera in esso inscritta. Quindi, per un cilindro 
regolare, il suo apotema sarà: 

 

. 
 

In tal caso sarà anche: 
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e quindi, anche per un cilindro regolare, sarà: 
 

. 

 
In generale, definiamo apotema di un cilindro, come 

per i poliedri e per il cono, l’altezza di uno qualunque de-
gli infiniti tetraedri equivalenti al cilindro, aventi come 
base un triangolo di area uguale alla superficie del cilindro 
(come per il cono, prima di individuare uno di tali  
tetraedri, passeremo per un cono equivalente al cilindro, 
di altezza uguale al suo apotema): 

 

(2) 
 

(nel caso in cui il cilindro sia regolare, avremo ovviamente 
di nuovo, come visto precedentemente, che l’apotema del ci-
lindro sarà uguale al suo raggio). 
 
Quindi, dalla relazione (2), possiamo dedurre che  

il cilindro è equivalente a un cono con area di base 
 uguale 

all’area della superficie del cilindro (e cioè all’area di  
un cerchio di raggio ) e altezza uguale 
all’apotema del cilindro. 

  
Il cono così ottenuto, per quanto visto in precedenza, è 

equivalente a un tetraedro avente una faccia con un lato ugua-
le a  e relativa altezza uguale a . 
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Pertanto il cilindro, come da definizione data del 
suo apotema, è equivalente a un tetraedro avente una 
faccia di area uguale a quella della superficie del cilin-
dro e altezza relativa ad essa uguale all’apotema del ci-
lindro. 

  
SSffeerraa  

  

Dato un poliedro di n facce circoscritto a una sfera di 
raggio r (per il quale sarà, come visto in precedenza, il 
suo apotema a=r) , al tendere di n a infinito, tale polie-
dro tende alla sfera; anche in tale situazione limite, si 
riscontra l’equivalenza tra la sfera e uno qualunque de-
gli infiniti tetraedri aventi una faccia equivalente alla 
superficie sferica e altezza r. 

Infatti una sfera di raggio r è equivalente a un cono 
di raggio di base pari al doppio 2r del raggio della sfera 
e altezza uguale al raggio r della sfera: 
 

 

 

 
FFiigguurraa  55..  
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La base del cono, come ogni cerchio, è equivalente a 
un triangolo avente un lato uguale alla circonferenza (in 
questo caso ) e relativa altezza il raggio (in questo 
caso 2r). 

 
Pertanto il cono, e quindi anche la sfera, è equivalente 

a un tetraedro, avente una delle facce (nella figura che se-
gue, la faccia ABC) equivalente alla base del cono e relati-
va altezza VH uguale a r: 

 

 
FFiigguurraa  66..  

 
Da quanto visto in questo paragrafo e nel precedente,  

possiamo in generale dire che il volume di un qualunque 
poliedro, di un cono, di un cilindro o di una sfera è:  

 
vvoolluummee  ((ppoolliieeddrroo,,  ccoonnoo,,  cciilliinnddrroo,,  ssffeerraa))  ==  

mmiissuurraa  ddeell  ccoonnttoorrnnoo  ((ssuuppeerrffiicciiee))  xx  aappootteemmaa//33  
 

(il raggio della sfera può essere considerato l’apotema di un 
poliedro circoscritto alla sfera, identificabile con la sfera 
stessa, avente infinite facce di area infinitesima). 

)2(2 rp
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77..  DDeeffiinniizziioonnee  ggeenneerraallee  ddii  aappootteemmaa  ddii  uunnaa  ffiigguurraa    
ggeeoommeettrriiccaa  ccoonnvveessssaa    

  
Da quanto visto nei paragrafi precedenti, possiamo in ge-
nerale definire come segue, in uno spazio di dimensione n 
(con n=2 nel piano e con n=3 nello spazio tridimensiona-
le), l’apotema di una figura geometrica convessa F: 

 
aappootteemmaa  ddii  FF  ==  nn  xx  ((mmiissuurraa  ddeellllaa  ppaarrttee  ddii  ssppaazziioo  ooccccuuppaattoo  ddaa  FF))  //  

((mmiissuurraa  ddeell  ccoonnttoorrnnoo  ddii  FF))  
 

e quindi: 
 

mmiissuurraa  ddeellllaa  ppaarrttee  ddii  ssppaazziioo  ooccccuuppaattoo  ddaa  FF  ==    
((mmiissuurraa  ddeell  ccoonnttoorrnnoo  ddii  FF))  xx  ((aappootteemmaa  ddii  FF))  //nn..  
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In questo breve testo si introduce una definizione di apotema di una figura geometrica 
nel piano e nello spazio, diversa dalle definizioni note di apotema di un poligono rego-
lare nel piano e di un cono o di una piramide nello spazio, strettamente collegata all’e-
quivalenza tra figure piane e triangoli e tra figure solide e tetraedri. Nel piano si dà una 
definizione di apotema, che si ottiene a partire dalla definizione nota di apotema di un 
poligono regolare, valida per poligoni convessi generici e per il cerchio (dopo aver de-
scritto come costruire un triangolo equivalente a un cerchio, si descrive anche, in gene-
rale, come costruire un triangolo equivalente a un settore circolare, e da ciò si dimostra 
che la parte di un poligono regolare esterna al cerchio in esso inscritto è equivalente a un 
settore circolare e quindi a infiniti triangoli). Nello spazio, invece, si dà una definizione 
completamente diversa da quella nota di apotema di un cono o di una piramide, analoga 
alla definizione data nel piano, valida per poliedri convessi generici, per il cilindro, per il 
cono e per la sfera. Infine si dà una definizione di apotema unica, anche se formalmente 
non rigorosa, valida sia nel piano che nello spazio.
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