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SUNTO

In questo lavoro si da una visione unitaria degli insiemi
numerici successivi all’insieme dei numeri reali: si
introducono gli elementi degli insiemi ipercomplessi
partendo dall’assunto che essi siano definiti in modo analogo
ai numeri complessi, utilizzando quindi, per la loro
costruzione, la formula di Cayley-Dickson e ottenendo cosi
una serie di relazioni tra essi, tra le quali ritroviamo anche la
definizione hamiltoniana dei quaternioni e quanto noto, in
generale, sulle algebre ipercomplesse.

Si analizzano poi le quattro operazioni fondamentali
partendo dall’insieme dei quaternioni. prima si considerano
le operazioni tra quaternioni immaginari, e quindi tra i
vettori identificabili con essi, e da cio si arriva alla
definizione del prodotto e del quoziente di due vettori; si
evidenzia inoltre come la formula del prodotto di quaternioni
immaginari (e quindi dei vettori identificabili con essi)

permetta di superare ’apparente mancanza di coerenza tra il
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prodotto di due unita immaginarie uguali e quello di due unita
immaginarie diverse; si considerano poi le operazioni tra
quaternioni generici e ci si sofferma su alcune apparenti
contraddizioni  sull’elemento neutro del prodotto di
quaternioni e in generale sul prodotto di due frazioni. Divolta
in volta, si generalizzano i risultati ottenuti nell’insieme dei
quaternioni a qualunque insieme ipercomplesso (e ai vettori
identificabili con gli ipercomplessi immaginari).

Si affronta poi la questione della non validita, a partire
dall’insieme dei quaternioni, del principio di Hankel di
permanenza delle proprieta formali, in base alla quale non
potremmo  pensare agli insiemi ipercomplessi come
ampliamenti dei precedenti insiemi numerici, si introducono
quindi, in sostituzione di tale principio, nuovi criteri per la
costruzione degli ampliamenti numerici, in base ai quali ogni
insieme ipercomplesso puo essere considerato ancora un
ampliamento dei precedenti insiemi numerici.

Partendo dai quaternioni e poi generalizzando a ogni
insieme ipercomplesso, si vede infine come in ognuno di tali
insiemi puo essere definita una relazione di equivalenza che
permette di individuare una sua partizione in infinite classi di
cui una identificabile con [’insieme reale, e quindi
rappresentabile in un asse reale e le altre, costituite da

ipercomplessi con parte immaginaria non nulla, ognuna delle
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quali rappresentabile in un piano di Gauss, esclusi i punti del
suo asse reale. Ogni insieme ipercomplesso quindi puo essere
considerato come wunione di infiniti suoi sottoinsiemi
disgiunti: nel sottinsieme dei quaternioni con parte
immaginaria nulla continueranno ovviamente a valere le
stesse proprieta formali valide nell’insieme dei reali, in
ognuno degli altri sottoinsiemi della partizione varranno le
stesse proprieta formali valide nell’insieme dei numeri
complessi e pertanto si potra operare come si opera in tale

insieme.






1. GLI INSIEMI IPERCOMPLESSI
A PARTIRE DALLA FORMULA DI CAYLEY-DICKSON

La formula di Cayley-Dickson generalizza il modo in cui si
definiscono i complessi a partire dai reali e definisce quindi
ricorsivamente (se si estende opportunamente, come
vedremo, il significato rigoroso di funzione ricorsiva) gli

elementi degli insiemi numerici via via successivi.

In quanto segue, costruiremo gli elementi degli insiemi
successivi all’insieme dei numeri complessi come gli oggetti
che si ottengono in modo analogo a quello con cui si
ottengono i numeri complessi e quindi a partire da due
elementi dell’insieme immediatamente precedente e una unita

immaginaria non presente in esso.

Le unita immaginarie via via introdotte, come [|’unita
immaginaria presente nei complessi, sono oggetti definiti
dall’essere il loro quadrato uguale a —1; sono perd anche

identificabili, come vedremo, e sempre come nell’insieme

I3
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complesso, con grandezze vettoriali, versori di assi
immaginari; unitd immaginarie diverse rappresentano versori
di assi immaginari differenti e quindi sono vettori con

direzioni differenti.

Gli insiemi ottenuti sono detti ipercomplessi perché nei loro
elementi sono presenti piu unitd immaginarie. Gli elementi
degli insiemi ipercomplessi sono quindi, come gli elementi
dell’insieme complesso, oggetti (che chiameremo ancora
numeri) formati dalla somma di una parte reale (o parte

scalare) e una parte immaginaria (o parte vettoriale).

Vedremo in seguito come, in base alla definizione data, negli
elementi di ognuno degli insiemi successivi all’insieme dei
numeri reali saranno presenti, Vne N —{0}, 2" _1 unita
immaginarie (per distinguere tali unita immaginarie, quella
presente nei numeri complessi sara indicata con i e, in
generale, le unita immaginarie presenti negli elementi degli
insiemi successivi all’insieme dei numeri reali saranno

indicate con i,, con s e N —{0}).

Consideriamo ora il prodotto di due generiche unita
immaginarie diverse (dalla definizione di unita immaginaria,
il prodotto di due unitda immaginarie uguali ¢ —1), quindi

appartenenti a un insieme successivo a quello dei numeri



1. Gli insiemi ipercomplessi a partire dalla formula di Cayley-Dickson 15

complessi, nel quale abbiamo una sola unita immaginaria,

che abbiamo indicato con ;.

Sicuramente, V4 = k, risulta:

1) i,-i, #m CON meR

perché in caso contrario sarebbe —j, = m - € quindi i, € i,

avrebbero la stessa direzione, incompatibilmente col fatto che

sono versori di assi immaginari diversi;
2) Qi #D, € Qi #L

perché in tal caso sarebbe rispettivamente ;, =10 j, =1, cioe

unita reali, incompatibilmente con fatto che sono invece unita
immaginarie.

Dovra pertanto necessariamente essere i+, =i, con i,

m

unita immaginaria diversa da j, e da j, .

Da j, -i, =i ,equindida j, -i, -i =-1, si deduce facilmente
che iy 0, ==l -0, cio¢ che il prodotto di due unita
immaginarie diverse ¢ anticommutativo (e pertanto, a partire

dall’insieme dei quaternioni, non ¢ piu verificata la proprieta

commutativa del prodotto) e che Qi =i

1, (§ I,"1, =1 C10€

che tale prodotto risulta ciclico (e questo ci permette di



16 I quaternioni e in generale gli ipercomplessi [...]
affermare che il prodotto in un insieme ipercomplesso ¢

un’operazione interna ad esso).

Inoltre, dalle relazioni

.2

i,” =—1 (definizione di unitd immaginaria)

e
i,-i, =—i, i, Vh=k (come visto precedentemente),
si ha
Ly by Ty =4 © iy, -i,=i, Vh#k
cio¢
i,"i,i,=—1, Vh=k € i, -0, =i, Vh=k.

Dalla relazione i, -i, =—i, -i, Vh,ke N—{0} con h=k si

ha ovviamente che il quadrato di un ipercomplesso
immaginario (avente cio¢ parte scalare nulla) ¢ uguale alla

somma dei quadrati dei suoi termini.

Di seguito verifichiamo che, come detto, negli elementi di
ognuno degli insiemi successivi all’insieme dei numeri reali

saranno presenti, Vn e N — {0}, 2" —1 unita immaginarie.
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Un generico elemento dell’insieme complesso € g, +a,i, con

a,,a, € R;1in esso ¢ presente 2' —1=1 unitd immaginaria.

Un generico elemento dell’insieme  immediatamente
successivo a quello dei numeri complessi (insieme dei
quaternioni) ¢, mediante la formula di Cayley-Dickson,

' " - ' "
c'\+c" i, con ¢'\,c" eC.

[ - "o .
Se ¢\ =a,+ai € c" =a,+as CON q,a,,a,,a,€ R, aviemo

quindi

Voo . e ) .
c'\+c" i, =a, +aji, +(a, +ai)i, = a, +aji, + a,i, + a;ii,;

bisognera calcolare il prodotto ji,: come visto, tale prodotto
deve essere uguale a una unita immaginaria, diversa da i, e i,,
quindi a una nuova unitda immaginaria che pertanto
indicheremo con i;; sara quindi jj, =i, da cui possiamo
affermare che nel generico elemento dell’insieme dei

quaternioni sono presenti 2> —1 =3 unita immaginarie.

Il generico quaternione sara dato pertanto, in forma

polinomiale, da

3
a, +aji, +a,l, ta;i; = a, +Zah1h con q,a,,a,,a;€ R.
h=1
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Analogamente a quanto visto per i quaternioni, un generico
elemento dell’insieme immediatamente successivo a quello
dei quaternioni (insieme degli ottonioni) ¢, mediante la

formula di Cayley-Dickson, ¢',+¢";i, con ¢’ ,c", e C;.

Se ¢',=a,+aji, +a), +aji, € c",=a,+ad, +a,,+a,i, con

a,,a,,a,,d5,4,,ds,d,,a, € R, avremo quindi

v . . . . . N
c's+c"y i, = ay +aji +ayi,tayiy +(a, +agi, +agi, +agiy))iy;

bisognera calcolare i prodotti ig,> L,i, © Li,: come Visto,

ognuno di tali prodotti dovra essere uguale a una unita

immaginaria rispettivamente diversa da j, e i,, da i, e i,
da i, e i,; in generale, verifichiamo che non potra essere

ii,=i, con m=123, . h+4-1.

Infatti, se fosse ji, =i,, sarebbe —j, =ii, =i, € se fosse

ii, =i sarebbe  —i, =i, =—I risultati  entrambi
iy =1 4= 2>

incompatibili con I’essere unitd immaginarie diverse
identificabili con vettori di direzioni diverse; questo significa

che i, dovra essere necessariamente una nuova unita
immaginaria, diversa da i,1,,i;,i, € quindi fji, =i, passando

al prodotto i,7,, in modo analogo si verifica che non potra
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essere uguale a nessuna delle unita immaginarie ; con
n=123,4, ma non potra neanche essere i,i, =I; perché

sarebbe i, =ii, € quindi

, =1, da cui sara L, =i

analogamente si verifica che dovra essere Li, =1i,; sara
pertanto, Vh =123, i,i, =1,,, da cui possiamo affermare che

nel generico elemento dell’insieme degli ottonioni sono

presenti 2° —1= 7 unitd immaginarie.
11 generico ottonione sara dato pertanto, in forma polinomiale, da

;
Qg+ aji, +a,l, +a;iy +agl, +agds +agl, +al, = a, + Zahlh con qy,a,,.a, €R.
h=1

Allo stesso modo si verifica che nei sedenioni sono presenti

2* —1=15 unita immaginarie e cosi via.....

In generale, quindi, come avevamo anticipato, negli elementi
di ognuno degli insiemi successivi all’insieme dei numeri

reali saranno presenti, Vne N —{0}, 27 _1 unita

immaginarie.

A questo punto potremo definire tutti gli insiemi successivi
all’insieme dei numeri reali (evitando di distinguere
complessi e ipercomplessi) come complessi con 2” —1 unita

immaginarie e [’insieme dei reali, ultimo insieme
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rappresentabile su una retta, anche come un insieme

complesso con 0 (2" —1 con n=0) unita immaginarie.
p g

! " :
Nella formula ¢ ¢t i €C, . VneN- {O},

2"-1 =

i prodotti tra le unita immaginarie iy | © L si

otterranno dalle relazioni:

Qi =i Vh=12,.2""~1.

2/1—I 2/1—I+h

Il generico elemento dell’insieme C i sara dato pertanto,

in forma polinomiale, da

2"-1

Gy +ayl +ayl, tasiy+al, +o.ta, L, =d,+ Zahlh Ays sty € R
h=1

L 21 . . L
in cui g, ¢ la parte reale e > a,i, ¢ la parte immaginaria.
h=1

Com’¢ noto, negli insiemi successivi all’insieme C, dei
quaternioni, si perdono man mano altre proprieta valide negli
insiemi precedenti; da quanto visto precedentemente, si verifica
facilmente per esempio che, nell’insieme C, degli ottonioni, non
¢ piu valida neanche la proprieta associativa del prodotto: infatti,
per esempio, essendo iy-i, =(i,-1,)-(i,+1,), S€ questa fosse

valida, risulterebbe iy iy =i+ (iy+1,) i, = —iy, Ma sarebbe anche



1. Gli insiemi ipercomplessi a partire dalla formula di Cayley-Dickson ~— 21
lo by =10, (- 5) I, =0, - (—is) [, =15, - I, =I5, -
compatibilmente con I'essere i, -i, = —i, -i, (ci0 non si verifica
invece nel prodotto delle uniche 3 unita immaginarie i, i, € i,

dell’insieme C,, in cui il prodotto continua a essere associativo).

Dalla relazione

i, =i Vh=12,.2""~1con ne N-{0},

2)171 2)171+h
da cui ovviamente

iy, = =1 Vh=12,.2""~1con ne N—{0},

si ha (come gia visto d’altronde per tutti i prodotti di due

generiche unita immaginarie diverse):

I jpt = _ier i, cioe¢ tale prodotto € anticommutativo;

Lyt

Sl 1 =i cio¢ tali

lhlznfl -l l2”’1+h =1, -

prodotti sono ciclici.
D’ora in poi, quindi, Vn€N, indicheremo con C, .,
I’insieme dei numeri con 2" —1 unita immaginarie e

indicheremo pertanto I'insieme R dei numeri reali con C,

I'insieme C dei numeri complessi con C,, I'insieme /H dei
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quaternioni con C;» I’insieme O degli ottonioni con C,,
I’insieme § dei sedenioni con C,;.
Come gia detto, partendo dall’insieme C,, dei numeri reali, si

ottengono come segue gli elementi dei successivi insiemi

numerici:
— " s ' "
¢, =c'y+c" i, € C ve'y,c" e C,
— A " - ' "
¢, =c'\+c" i, e C V', ,c" e C
[ | "o |l "
¢, =c'y+c"yi, €C, vc'y, " e G,
— A (LI ' "
¢ =c+c"; i e C ve',, " eC,
e cosi via.

In generale, quindi, a partire dagli elementi dell’insieme

C si ottengono quelli dell’insieme C,,  dalla formula:

-1y

o " .
=€ " €C, @

con

eC Vne N-{0}.

{ "
c on-1_1 9 c on-1_y onl_y

Per ogni ne N —{0}, a partire quindi da una coppia di

elementi di C,, , si ottiene un elemento di C,, - a partire

nel_

dagli o' elementi di C,, e quindi dalle (a0')” = 0” coppie di
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elementi di C,, si otterranno gli «o? elementi di C,, a partire

dagli «o? elementi di C,, e quindi dalle (0®)* =o0* coppie

4

di elementi di C,, si otterranno gli oo* elementi di C,, a

4 8

partire dagli oo* elementi di C,, ¢ quindi dalle (x0*)’ =00

coppie di elementi di C,, si otterranno gli oo® elementi di C,

e cosl via.

In generale, Vn e N —{0}, a partire da un insieme C L, (di

cardinalita ooer), la formula (1) rappresenta una legge che

on

associa a ognuna delle (c0” )> =o0” coppie di elementi di

C,.  un elemento dell’insieme immediatamente successivo

C,._, (che avra quindi cardinalita w?, coerentemente con

quanto si vede dalla rappresentazione polinomiale

iy 0gNUNoO dei quali

2"-1
a0+zahih degli elementi di C

h=1

dipende da una 2" _ pla dinumerireali (a,,4,,a,,....a,, )).

Come nell’insieme dei numeri complessi, anche negli insiemi

dei numeri ipercomplessi, definiremo coniugato del generico

elemento ¢, €C, con neN —{0} T’elemento Cy

avente rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria



24 I quaternioni e in generale gli ipercomplessi [...]
uguale e opposta a quella di i Dato che, come abbiamo

visto, risulta VA #k j .i, =i -i, (e poiché il prodotto di un

numero reale per un’unita immaginaria ¢ commutativo), sara

¢ i, =i, ¢ quindi la formula (I) potra essere

riscritta come segue:

c +c" +z2n .c IS C

2/,_1 znl a ol 2r1| = 2/,1 1 oy

con

eC

A\l " _
¢y €C,., Yne N-{0}.

Ovviamente, per n=1, ¢ quindi nella costruzione mediante tale
formula dei numeri complessi, sara ¢, = ¢' o+ i =c'y+i "y € C
con ¢" =¢", (dato che si tratta di due numeri reali) e quindi

— A "n o> __ 0 . N
¢ =cyt+c" i, =c' +ic", e C.

In senso lato, la formula

eC

+c" 0 i, €C,

C, gty byt = 2r7| )

1 zn 1 +lzm "

con

c eC VneN—{O}

ol ,C 2n 1 ol

per la definizione degli elementi degli insiemi numerici

successivi all’insieme dei reali pud essere vista come una
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funzione ricorsiva che genera, richiamando sempre se stessa,

per ogni valore di » e per ogni coppia di elementi di Co s

un elemento dell’insieme immediatamente successivo C, -

Ovviamente [’elemento generato non ¢ univocamente
determinato, ma dipende dalla coppia scelta di elementi di

C, s quindi tale formula non produce una successione
numerica, come avviene generalmente nelle funzioni ricor-
sive, ma una successione (che indicheremo con (s,),.y_(}) di
leggi di composizione degli elementi degli insiemi via via
successivi che si ottengono, partendo da una coppia di numeri

reali, per la costruzione del generico numero complesso.

Come detto, la funzione genera una successione (S, ).y},
non numerica ¢ non di insiemi, ma di leggi di composizione
degli elementi di insiemi (s, sara la legge di composizione
degli elementi dell’insieme C, dei complessi, s, sara la legge
di composizione degli elementi dell’insieme C, dei
quaternioni, s, sara la legge di composizione degli elementi

dell’insieme C, degli ottonioni, e cosi via...), cosi definita

c., +c" N

AN
n o T 21, 1) +12” | c"

L = 2”1 1 P ECz,, |

con
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'
s

eC

o, YneN-{0},

"
",

assumendo noto I'insieme C, =R dei numeri reali e quindi

partendo dalla legge di composizione

Sy: ¢ ER,

che ci permette di ottenere la legge di composizione §, dei
numeri complessi a partire dalla coppia di 2 numeri reali

(c'y,c",) ecioe (c' ", )eC,,  pern= 1.

ol 1o

Essendo, come abbiamo visto, il prodotto Iy =1, i
.

(h=12,..2""~1) anticommutativo e ciclico, possiamo
calcolare e rappresentare in tabella, per ogni insieme

complesso C,,  (con ne N-{0}), il prodotto tra 2 generiche

unita immaginarie.

Di seguito, per alcuni insiemi C,_,, rappresenteremo in
tabella il prodotto delle unita immaginarie (internamente a
ognuna di tali tabelle saranno riportati i prodotti delle unita
immaginarie della prima riga della tabella per le unita

immaginarie della prima colonna della tabella).

Ovviamente nella rappresentazione tabellare, se ci limitiamo

alle prime 2 righe e 2 colonne, otteniamo la tabella del prodotto
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in C|, se ci limitiamo alle prime 4 righe € 4 colonne, otteniamo
la tabella del prodotto in ', se ci limitiamo alle prime 8 righe
¢ 8 colonne, otteniamo la tabella del prodotto in C , € cosi

. . C e . .
via...; in generale se ci limitiamo alle prime 2" righe e

2" colonne, otteniamo la tabella del prodotto in C,, .

Di seguito riportiamo la tabella relativa all’insieme C., (n=3)

degli ofttonioni: per 1 prodotti diversi da i con

Jl
h=12,..2"" —1, per esempio per calcolare il prodotto i, i,
dalla ciclicita e anticommutativita del prodotto i1, =15,
otteniamo I i, =—i; per prodotti in cui nessuno dei 2 fattori

¢ 'unita immaginaria Ly s sfruttiamo il fatto che, in ogni

insieme C o

(in questo caso (), il prodotto €
un’operazione interna da cui, per esempio, i, -i; dovra essere

necessariamente uguale a una delle unita i,,i,,1;,1,, 15, g, I; -

se fosse i =1, sarebbe iy =—i4, € cioe iy =—i,

se fosse iy =1,5 sarebbe ishy =—ii, € cioe Is =—i,
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Si verifica che I'unica uguaglianza che non porta a una

contraddizione tra le possibili jj =i, con p=12,..7 ¢

Lis =l (igis =hyiys — b =hip —iis =1,)-

Tabella del prodotto tra unita immaginarie in C,

(ogni elemento interno alla tabella é ih -ik con [, e ik elementi rispettivamente

della prima riga e della prima colonna)

. Iy I I i Iy Ig I
i -1 —1 i — I i —i i
I, I -1 —i | —i i i — I
i -1 i -1 —i, | =i I i
2 Is L L -1 - ) 4
I —-i, | —f I i -1 -1 i,
I i i, | —i i I -1 -1
P TR T R R IR R

D’ora in poi ci soffermeremo sull’insieme dei quaternioni,
generalizzando poi quanto ottenuto a insiemi ipercomplessi

qualsiasi.



2.1 QUATERNIONI E IN GENERALE GLI IPERCOMPLESSI

Da quanto visto nel paragrafo precedente, dalla definizione

data degli ipercomplessi, si ottiene la relazione i, =i, da
cui, insieme all’essere i, i, € i, unita immaginarie e quindi
. . .2 . . :

" =i, =i, =—1, si ottengono le stesse relazioni della

definizione che Hamilton da dei quaternioni:

222 i =]
" =1, =1 =i =-1.

In ogni insieme ipercomplesso C come gia detto, il

2n_1°
prodotto di due generiche unitd immaginarie diverse ¢

anticommutativo e ciclico ed ¢ valida la relazione

.. . n—1 ge - .
A (Vh=1.2,..,2""~1). Nell’insieme C, dei
quaternioni si ha quindi i, =iy 0yl =10, € Lji, =1, (e, per

I’anticommutativita di tali prodotti, i,i =—i,, i,-i, =—i, €

iiy = —i,).

29
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La relazione
ii, =—iji, Vhk=123 conh#k,

come abbiamo gia detto per qualunque insieme

ipercomplesso, comporta che il prodotto nell’insieme dei
quaternioni non ¢ commutativo; da cio segue che C,,conla

sua algebra, non puo essere considerato un ampliamento
dell’insieme complesso, anch’esso considerato con la sua
algebra, dato che la sua costruzione non rispetta il principio
di permanenza delle proprieta formali di Hankel. I quaternioni
sono il primo insieme numerico per il quale si verifica cio
quindi, dai quaternioni in poi, non potremo piu parlare di
ampliamenti numerici degli insiemi precedenti (nell’insieme
dei numeri complessi cido non si verifica perché in essi ¢
presente una sola unita immaginaria). Torneremo in seguito

su questo.

Nel paragrafo successivo analizzeremo le 4 operazioni

fondamentali tra quaternioni e poi tra ipercomplessi generici

e, prima di considerarle nell’insieme C, e in generale

nell’insieme Cz,,i1 , analizzeremo le stesse in sottoinsiemi di

tali insiemi.
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Come gia accennato precedentemente, analogamente
all’insieme dei numeri complessi in cui definiamo il
sottoinsieme dei numeri immaginari (che d’ora in poi

indicheremo con /) costituito dai complessi aventi parte

reale nulla, nell’insieme dei quaternioni definiamo il

sottoinsieme dei numeri immaginari (che d’ora in poi
indicheremo con 1, ¢,) costituito dai quaternioni aventi parte

reale nulla.

Mentre gli elementi dell’insieme [/ ¢, sono rappresentati da
vettori aventi tutti la stessa origine O e situati tutti sull’asse
immaginario /, di versore i, (in tal caso quindi [ c, si puo
identificare con 1), gli elementi @i, + i, + a,i, dell’insieme
1 c, °on Va,,a,,a,€ R possono essere rappresentati nello
spazio cartesiano /1,1, dagli infiniti suoi punti (a,,a,,a,) 0

dagli infiniti vettori g = (a,,a,,a,) aventi origine O.

Se identifichiamo il quaternione a=aji, +a,i, +a,, ¢ il
vettore a =(a,,a,,a,), i, i, € i; rappresenteranno i versori
degli assi cartesiani [, [, e [, (che definiremo assi

immaginari, cosi come chiameremo spazio immaginario lo

spazio tridimensionale da essi individuato).
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Analogamente, per qualunque insieme ipercomplesso C, |

(con n >1), indicheremo con /. il sottoinsieme dei suoi
2"

elementi aventi parte reale nulla. Ovviamente, Vn > 2, ogni

elemento di /.  potra ancora essere identificato con
2"

la 2"—-1_pla (a,a,,..a, ) ¢ quindi con un vettore di

dimensione 2" —1 (in seguito vedremo come tale vettore

potra essere rappresentato geometricamente).



3. LE OPERAZIONI FONDAMENTALI
TRA QUATERNIONI IMMAGINARI E IN GENERALE
TRA IPERCOMPLESSI IMMAGINARI

Analizziamo ora le 4 operazioni fondamentali in / c, (e
quindi, avendo identificato gli elementi di /, ¢, con 1 vettori

dello spazio I,1,1;, le stesse tra tali vettori).

3.1. Somma
La somma di 2 quaternioni immaginari si effettua con le
solite regole del calcolo letterale:

a+b=(aj, +a,i, +ai) + (b +byi, +byi,) = (a,+b)i, +(a, +b,)i, + (a; +by)iy =a+b>
coerentemente col fatto che la somma dei 2 vettori (a,,a,,a;)

e (b,b,,b,) ¢il vettore (q, +b,,a, +b,,a,+b,).

La somma di 2 quaternioni immaginari a e b, identificabili

conivettori a e b dello spazio immaginario /1,1, risulta

33
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commutativa ed ¢ ancora un quaternione immaginario (come
la somma di 2 complessi immaginari ¢ ancora un complesso

immaginario), ’insieme /. pertanto ¢ chiuso rispetto alla
3
somma (come lo ¢ I'insieme /. ), quindi tale somma puo
1

ancora identificarsi con un vettore dello spazio immaginario

L1, .

Quanto visto per la somma in /. puo essere generalizzato a
3

un qualunque insieme /. (Vn>1);lasomma di2 generici

2"
ipercomplessi immaginari @ e b si effettua ancora con le

solite regole del calcolo letterale:

+bz,_l)i =a+bs

a+b=(aj +aj, +“az”_1i1”_1)+(b1il +hiy +.b, i, )=(a,+b)i+(a,+b)i, +.(a b

2717 21

coerentemente col fatto che la somma dei 2 vettori

(a,ay,a, ) € (bbb, ) ¢ il vettore

(a,+b,a, +by,..a,, +b, )-

1

La somma di 2  ipercomplessi immaginari a e b

appartenenti a 7, , identificabili con i vettori a e b dello

2"-1

spazio immaginario [/,..] risulta commutativa ed ¢,

o1

come in /. e [, , ancora un ipercomplesso immaginario
1

c

b
3
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appartenente all’insieme 7. ; l'insieme /.  pertanto ¢

o oy
ancora chiuso rispetto alla somma, quindi tale somma puo

ancora identificarsi con un vettore dello spazio immaginario

L1, .

3.2. Differenza

La differenza tra 2 quaternioni immaginari si effettua con le

solite regole del calcolo letterale:

a—b=(ai +ay,+a,)—(bi, +byi, +bi,) = (a, = b)i, +(a, =b,)i, +(a, = b,)i; = a-bs

coerentemente col fatto che la differenza dei 2 vettori

(ay,a,,a;) € (b,b,,by) ¢ il vettore (a,—by,a, —b,,a;=b;).

La differenza di 2 quaternioni immaginari a e b,

identificabili con i vettori a ¢ b dello spazio immaginario

1,11, ovviamente non € commutativa ed € ancora un

quaternione immaginario (come la differenza di 2 complessi
immaginari ¢ ancora un complesso immaginario), I’insieme

I, pertanto ¢ chiuso rispetto alla .differenza (come lo ¢
3
I'insieme /. ), quindi tale differenza puo ancora identificarsi
1
con un vettore dello spazio immaginario [ 7,7, (che

ovviamente coincide con somma dei due vettori a € —p).
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Come per la somma, quanto visto per la differenza in 7, puo
3

essere generalizzato a un qualunque insieme /o (Vn>1);
2"

la differenza di 2 generici ipercomplessi immaginari a e b

si effettua ancora con le solite regole del calcolo letterale:

=a-b,

a-b=(aj +aj, +.a, i, )-(bi +byiy+.b, i )=(a,=b)i+(a,=b)i, +.(a, b, )i =

2"

coerentemente col fatto che la differenza dei 2
vettori (4,4, ) e (bbb, ) & il vettore

(a,=b,a,=by,.a,, b, ).

La differenza di 2 ipercomplessi immaginari a e b

appartenenti a /-, identificabili con i vettori a e b
o

-1

dello spazio immaginario [ /,..] ovviamente non ¢

PIRE

commutativa ed ¢, come in [ c © [I., ancora un
1 3

ipercomplesso immaginario appartenente all’insieme /. ;

2"-1

I'insieme [, pertanto ¢ ancora chiuso rispetto alla

2"-1

differenza, quindi tale differenza puo ancora identificarsi con

un vettore dello spazio immaginario [,/,.. (che

2"-1

ovviamente coincide con somma dei due vettori a € —p).
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3.3. Prodotto

Nella tabella seguente, formata dalle prime 4 righe e dalle
prime 4 colonne della tabella alla fine del paragrafo 1.,

riportiamo il prodotto tra due unita immaginarie in C, (ogni
elemento interno alla tabella ¢ il prodotto j, i, con i, elemento

della prima riga ¢ i, elemento della prima colonna).

L L L
i -1 iy iy
i, I -1 —i,
I —i, i -1

Il prodotto tra 2 quaternioni immaginari a =a,i, +a,i, + a;i, €
b =b,i, +b,i, +bii, si effettua con le solite regole del calcolo

letterale, tenendo presente tale tabella:

a-b=(aj; +ayiy+ )by +byiy +By) = (b -a.by ~aiby) +aby =Dy iy + by = by + (@b, -0,y -
Essendo i, =iy, i,i; = i;» iji; = —i,, sara

a-b=(aj + iy +ais)byi +byiy +byi) = @by + by +asby) +(aby - a,b)i +(ah -aby)i + (@b -asby)i

in cui il primo addendo del prodotto ¢ 1’opposto del prodotto
scalare dei 2 vettori ;:(al,az,%) e l;:(b],b2,b3) con cui

abbiamo identificato 1 2 quaternioni; la somma degli altri 3

addendi, invece, ¢ il prodotto vettoriale di tali vettori, da cui:
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a-b=(aji, +a,i, +a;i;)(b,i, +byi, +bii,) =—ps.(a;b)+ pv.(a;b)

11 prodotto di 2 quaternioni immaginari a e b, identificabili
con i vettori a ¢ b dello spazio immaginario /,/,/,, quindi,
¢ in generale un quaternione non immaginario, avente come
parte reale -ab —a,b,—ab, (cosi come il prodotto di 2
complessi immaginari ¢ un complesso non immaginario, in
tal caso un numero reale), I’insieme / ¢, pertanto non ¢ chiuso
rispetto al prodotto (come non lo & I’insieme /, ¢,)» quindi tale
prodotto non puo identificarsi con un vettore dello spazio

immaginario /,/,/; (cosi come il prodotto in /. non puo
1

identificarsi con un vettore di origine O che giace sull’asse

immaginario /).

L’uguaglianza

a-b=(aj, +a, +a,i,)(b,i, +byi, +bsi,) = - ps.(a;b)+ pv(a;b)

ci permette di affermare che vale nell’insieme dei quaternioni

la legge di annullamento del prodotto, risultando

a-b=(aj, +ai, + a,)(byi, + by, +bi) =—ps(ah)+ py(a;h)=0 < a=0vb=0.

Se i 2 quaternioni a e b, e quindi i 2 vettori a e b, sono

entrambi non nulli, si avra:
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- se e s0lo se (ah, ~a,h)i; +(ah ~abh)i, +(@b,~ab,)i =0, € cioe

se e solo se i 2 vettori ¢ e b hanno la stessa direzione, il

prodotto @b & un numero reale, risultando in tal caso
p.v.(a;g) =0.

- seesolose —gb —a,b, —ab, =0, € cio€ se e solo se i 2 vettori

a e b risultano perpendicolari, il prodotto @b ¢ un qua-

ternione immaginario, essendo p.s.(Zz;l;) =(0. In tal caso,

quindi, tale prodotto puo ancora identificarsi con un vet-

tore dello spazio immaginario /7,1, .

In generale, quindi, tale prodotto non ¢ né commutativo, né
anticommutativo, risultando commutativo il prodotto scalare
e anticommutativo il prodotto vettoriale di 2 vettori. Nel caso
di vettori perpendicolari risulta anticommutativo (il prodotto
scalare ¢ nullo), nel caso di vettori aventi la stessa direzione

risulta commutativo (il prodotto vettoriale ¢ nullo).

Aver identificato 1 quaternioni immaginari con vettori dello
spazio immaginario [ /,1,, comportera che il prodotto tra 2
vettori ;:(al,az,%) e [;:(bpbz,[%) sara identificato col
prodotto a-» dei quaternioni g =a,i, +a,i, +a;, €
b=b,i,+b,i,+bi,; potremo quindi  dare la seguente

definizione di prodotto di vettori: il prodotto di 2 vettori si
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ottiene sommando I’opposto del loro prodotto scalare al loro

prodotto vettoriale:
p.(&;l;) =- p.s.(a;l;) + p.v.(Zz;l}).

Come per i quaternioni, il prodotto di vettori, cosi definito,
verifica la legge di annullamento del prodotto, risultando

nullo se e solo se almeno uno dei vettori € nullo.

Risulta:

a-b=(aji +ayi, + a5iy)(byi, + byi, + biiy) = - p.s.(a;b) + pv.(a;b) = p(a;b)

b-a=(bj, +byi, +bji,)a,i, + aji, + ajiy) = —p.s.(B;a) + p.v.(g; 5) = p(l;;ZJ)

da cui, dato che

- -

p.s.(Zz;l;):p.s.(b;a) e p.v.(;;l;):—p.v.(g;a),

sara

plasb)=-ps(@b)+ pr(ab) € p(ha)=-ps(ab)- pv(ah)-

Si ha quindi che, invertendo 1’ordine dei fattori del prodotto
di 2 quaternioni immaginari a« e b, si ottengono 2

quaternioni (in generale non immaginari), coniugati:

b-a=a-b.
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Analogamente, per i vettori ¢ e b, invertendo 1’ordine dei

fattori del prodotto, si ottiene:

p(ba)= p(ab)

in quanto il prodotto di 2 vettori nello spazio [,7,1,, avendo

identificato a e b rispettivamente con a € b, € un
quaternione (in generale non immaginario), per il quale,

quindi, ha senso considerare il coniugato.

La relazione

- - -

a-b=(aj, +ay, +a;) (b +bji, + bji,) = - p.s.(a;B) + p.v.(a;b) = p(a;b)
¢ congruente col prodotto di 2 numeri complessi immaginari

b=hi ¢ b=b.

b-b'=-bp' =—ps,(B;5)+ py(b;b) =—psib;b) = p(b;b)

in cuii2 vettori b e b' di origine O hanno la stessa direzione

(quella dell’asse immaginario /), da cui p.v.(l;;g') =0.

Pit in generale, se consideriamo il sottoinsieme dei
quaternioni immaginari aventi uno dei coefficienti delle unita

immaginarie, per esempio il coefficiente di 7, , uguale a zero,

i vettori identificabili con i suoi elementi giaceranno sul piano

I,1,¢e sara:
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(aji, + iy )by, +b,i,) = (b, +a,b,)+(ab, - a,b, )iy =—psa,b) + pv(a,b)
con
a=(a,,a,,0) € b=(b.b,.0)-

Se consideriamo il sottoinsieme dei quaternioni immaginari
aventi due dei coefficienti delle unita immaginarie, per

esempio 1 coefficienti di 7, e di i,, uguali a zero, 1 vettori

identificabili con i suoi elementi giaceranno sull’asse /; e sara:

(a)(byiy) =~(a,by) =—ps.(a.b)+ pr(a,b)
con
a=(a,,0,0) € b=(5,0,0)-

Quindi, identificando (e chiamandoli ancora allo stesso
modo) nel primo caso i vettori a= (a,,a,,0) € l;:(bl,bz,O)
dello spazio tridimensionale 11,1, con 1 vettori a=(a,,a,) e
[;:(b],bz) del piano /.7, e nel secondo caso i vettori
;:(al,(),()) e B:(bl’(),o) dello spazio tridimensionale 111,

con 1 vettori g = (a,) e b=(b) dell’asse /,, per i vettori con
la stessa origine, su un asse, su un piano o nello spazio
tridimensionale, il loro prodotto pud essere in ogni caso

definito dalla relazione:
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- - -

pa;b)=- p.s.(Zz;l;) + p.v.(&;b) .

Da quanto visto per il prodotto di quaternioni immaginari, si

unificano pure le due relazioni, apparentemente non coerenti:
.. .2
i, =i, =-1 Vh=123

ii, =—iji, Vhk=123 conh#k

(dalle quali risulterebbe nella prima il prodotto commutativo
e nella seconda anticommutativo), essendo esse equivalenti

all’unica relazione:

Li, =u, -u, =—ps(u,,u,)+pv.(u,u,)

in cui abbiamo identificato il quaternione i, con il vettore Z
e il quaternione #, con il vettore y, (in cui w =(1,0,0),
u, =(0,1,0) e u: =(0,0,1) sono 1 versori degli assi immaginari

I, I,e I).

Costruendo, come fatto per I’insieme degli ottonioni, la
relativa tabella del prodotto di 2 unita immaginarie e facendo

riferimento ad essa, ¢ possibile generalizzare quanto visto per

il prodotto in /. a un qualunque insieme /., (Vn>1). 1l
3

2"
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prodotto di 2 generici ipercomplessi ¢ e b, appartenenti

all’insieme ipercomplesso [, , sara ancora:

2741

2 2]

a-b= Zahih : Zbkik = —p.s.(a;I;) +p.v.(;;l;).

h=1 k=1

In questa relazione abbiamo generalizzato di prodotto scalare
e vettoriale a vettori di dimensione qualsiasi, anche maggiore

di 3, avendo posto:

L |
psa;b) = Zah ‘b,
h=1

oL 2 2] 2] 2] 2] L
pva;b) = Zahzh -Zbkzk - Zahz,,bhzh = Zahzh ~Zbk1k +p.s.(a;b))-
h=1 h=1 h=1 k=1

k=1

Anche in tal caso sara quindi:

pa;b) = pla:b)=—ps(a:b)+ pv(a:b) (1),

Ovviamente, come per i quaternioni, il prodotto di due

elementi ¢ e b dell’insieme ipercomplesso I. non ¢

2"
commutativo essendo il prodotto scalare commutativo e il

prodotto vettoriale anticommutativo.
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Inoltre, come per i quaternioni, il prodotto di 2 ipercomplessi

immaginari a e b, appartenenti all’insieme /. ,
c

2"-1
identificabili con i vettori @ e b dello spazio immaginario

I1,.1 quindi, ¢ in generale un ipercomplesso non

2"-1’
immaginario, avente come parte reale —ab-ab,—..a, b, ;

I'insieme /.  pertanto non ¢ chiuso rispetto al prodotto,

2"-1
quindi tale prodotto non puo identificarsi con un vettore dello

spazio immaginario ,7,.1 , .

Continua ad essere verificato inoltre in qualunque insieme

Ic  quanto visto precedentemente per il prodotto in /. e

quindi anche per i vettori @ e b identificabili con i generici

ipercomplessi g,h e 7. - Saraanche, come vistoin /. per
3

2"-1
vettori di dimensione 1 o 2, ancora valida la relazione (1) per
vettori di dimensione minore di 2" —1 e, pertanto, sara valida

per vettori di dimensione qualsiasi.

3.4. Quoziente

Per calcolare il quoziente

a_ahtah+akh  (con (b, b,,b,)(0,0,0))
b b, +b,i, +bii,
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determiniamo prima di tutto il reciproco di by, +byi, +byi;:

0 1 _ byl +byi, + by

byi, + bi, + b, b’ +b,’ +b,

da cui, avendo identificato ¢ ¢ b rispettivamente con a ¢ b,

si ha:

a ai+ai+ai (b +hi, +by (ah) 1 -
a_ 1.1 2.2 3.3 =—(a111+a212+a313)-( 112 22 323):_17( . ): 2~p.(a;b)
b b +bi, +b;i; b’ +b, +b, ; p;

a - = .S. ;;I; — p. ;;I; 1 - =

3 =gq.(a;b) = ps(a;b) 2p (a:5) =——F p(a;b) 2).

b b

Il quoziente di 2 quaternioni immaginari (e pertanto dei
corrispondenti vettori) ¢, quindi, un quaternione in generale
non immaginario (a meno che, come per il prodotto, i due

vettori non siano perpendicolari).

Invertendo I’ordine dei quaternioni (se risulta anche

(a,,a,,a,) #(0,0,0)) e considerando ancora che il prodotto di
2 vettori dello spazio [,7,7, ¢ identificabile con un

quaternione e che quindi ha senso considerare il suo

coniugato, si ottiene:

b - - S. 1;;5 - p. 13;5 S. 5;1; + p. ;;1; 1 -
b giay=2 (bsa) 2 (bya) _ ps.(a;b) L ( ):_j,p_(a;b)
a p- p- p-

a a a
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da cui

2

b - 1 —== p ==
*—q-(b;a)=—?-p-(a;b)=%q-(a;b) 3).

a

a a

Avendo generalizzato il prodotto di quaternioni immaginari
al prodotto di generici ipercomplessi immaginari, possiamo
generalizzare quanto visto per il quoziente di due quaternioni
immaginari al quoziente di due generici ipercomplessi

immaginari.

Quindi, le formule valide in /. per il calcolo del quoziente

a/b eperilcalcolodi 5/a (elarelazionetra a/b e b/a),

e pertanto per i vettori identificabili con i quaternioni a e b,

continuano ad essere valide anche in un qualunque insieme

ipercomplesso IC , € quindi anche per i vettori @ ¢ b
2"

identificabili con i generici ipercomplessi a,bel. .

1

Continuano ad essere valide inoltre, in qualunque insieme

Iczn > come visto precedentemente per il prodotto, le

relazioni (2) e (3) per vettori di dimensione minore di 2" —1

e, pertanto, per vettori di dimensione qualsiasi.






4. LE OPERAZIONI FONDAMENTALI
TRA QUATERNIONI E IN GENERALE TRA IPERCOMPLESSI

Passiamo ora ad analizzare le 4 operazioni fondamentali tra
elementi generici dell’insieme (C,. In quanto segue,
indicheremo con g, il vettore identificabile con la parte
immaginaria del quaternione g =aq, +a,i, + a,i, + a,i; € con
b, 1 vettore identificabile con la parte immaginaria del

quaternione b =bh, +byi, +b,i, +b,i,-

4.1. Somma

La somma tra 2 quaternioni generici si effettua con le solite

regole del calcolo letterale:

(ay +ag, +ay, +agi;) +(by +bi, + by, +bi) = (a, +b,) +(a, + )i, +(a, +b,)iy +(a, + b )i,
e quindi

N
im

(a, +a,i, +ayi, +asiy) + (b, +bji, +b,i, + biiy) = (a, +b,)+a,,, +,

imm*

49
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Tale relazione continua a essere valida anche per la somma di 2

elementi generici di qualunque insieme ipercomplesso C .

(a,+aj+..+a )+(by+biy+..+by, 1, )= (a0+b)+a +b

2| 2" imm *

4.2. Differenza

La differenza tra 2 quaternioni generici si effettua con le

solite regole del calcolo letterale:

(ay + i, + ay, + ai) = (by +bji, +byi, +byiy) = (a, =b,) +(a, = b,)i +(a, = b,)i, +(a, = b, )i
e quindi

(ay +ayi, +a,i, + a;iy) — (b, +bji, +byi, +biy) = (a, — b)+a ~b,

imm imm *

Tale relazione continua a essere valida anche per la differenza
di 2 elementi generici di qualunque insieme ipercomplesso
C

o’

(ataji+..+a, i, )—(by+bi,+..+b, i, )=(a,— b)+a -b

2 imm *

4.3. Prodotto
Il prodotto tra 2 quaternioni generici a = a, +a, i, + a,i, + ai,
€ b=b, +b,i, +b,i, +b,i, si effettua con le solite regole del

calcolo letterale, tenendo presente la tabella del prodotto delle

unitad immaginarie:
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pla;b) = (ay +a,i, + ayi, +a;i )b, +b,i, +byi, +byiy) =
ayby = ab —ab, —a,by +(a,b, +ab )i, +(a,b, +a,by)iy +(aby +ab, )i +(ab, —a,b))iy (a,b; = ab))iy +(a,by - ab,)i

da cui

pAasb)=apb, +(apb, +ab, )i +(ab, +aby )iy +(apb; + aby)i — psia mtm’b )+ pvi(a,,;b,,)

mm mm
cioe

pAa;b)=ayb, +(ab, +ab, )i, +(ab, + aby)i, +(a,b, +ab, )i, +.p.a (

mml’ mmz)
e quindi

p(a’b) = aObO + aO b +b almm + p (axmm’blmm)

imm

Se almeno uno dei due quaternioni ¢ un numero reale, il
prodotto ¢ ovviamente commutativo; cid ¢ compatibile con la

relazione precedente in cui, se per esempio € g=gq,, sara
p'(a;b):a()b0+a0'b[mm’ essendo bO'ai _0 ¢ p( Amm’bmlm) 0’ dato Che

=0-

aimm

_—

Per quaternioni generici non reali, nel caso in cui i vettori ¢,

mm

e b, abbiano la stessa direzione, come per i quaternioni

mm
immaginari, il prodotto dei 2 quaternioni risulta commutativo

(in tal caso infatti il prodotto vettoriale pv(a ) che ¢

imm ’ mlm

’unico termine presente in p.(q;h) che rende tale prodotto non

commutativo, ¢ nullo).
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Quindi, come per i quaternioni immaginari, anche se i

quaternioni ¢ e b non sono immaginari, se a,, €b, hanno

mm

la stessa direzione o serisulta ¢, =0 0 b, = 0,il prodotto

pa;b) risulta commutativo.

In generale, se si inverte I’ordine dei fattori, cambia nei

risultati dei prodotti solo il segno dei prodotti vettoriali
(rappresentati nel prodotto a-b e nel prodotto b-a da vettori

opposti nello spazio /,/,],) e quindi:

pAb;a)= pla;b)-2px(a,:h,.)-

Come visto, la prima parte del prodotto p.(a;h) (fino al

prodotto scalare) ¢ commutativa (questo giustifica la validita
della proprieta commutativa in tutti gli insiemi numerici fino
a quello dei numeri complessi), invece la parte successiva

(il prodotto vettoriale) ¢ anticommutativa.

Come per i quaternioni immaginari, possiamo generalizzare
la definizione di prodotto di quaternioni qualsiasi a tutti gli
insiemi numerici 1 cui elementi hanno una parte vettoriale,

quindi dai numeri complessi (come abbiamo visto) in poi.

Cosi, come per i quaternioni risulta
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(a, +ai, +a,i, +agiy)- (b, +b,1, +bji, +byiy) = ahy +a, (b, 40,0, +byi, )+ by (a, +ayi, +aji;)
+ayi; +ayi, +agiy ) (b, +byi, +byi;)

e quindi

_— _—

a b = aOb[] + aO (blil u b2i2 + b3i3) + b[) (alil t aZi2 t a3i3) - p's'(aimm ;bimm) t p'v'(aimm ; bimm )’

in generale, per 2 elementi ¢ e b dell’insieme ipercomplesso

Czn_l , sara

21 2 2] 21 21

a-b= a0+Za i, | b +thzh =a,b, +aOthzh + Zahh +Zahl Zbﬂk
h=1
’ 2 .
a b +aﬂzb/lh +b Zah / ps znzm’bznznz)+pv( zmm’blmm)
Ovviamente, come per i quaternioni, il prodotto di due
elementi « e b dell’insieme ipercomplesso Cz" non ¢

commutativo e anche in tal caso nella relazione

2 2 2 2 2 2

a-b= a0+Zah1h b, +th I, |=a.b, +aOth I, b, Zahlh +Zahh Zb I, =
h=1 h=1

2] 2

a b +a02bhlh +b Zahlh ps mmz’bm1m)+pv( 1mm’bzmm)

h=1

2

la prima parte del prodotto p.(a;h) (fino al prodotto scalare) ¢

commutativa, mentre il prodotto vettoriale ¢ anticommutativo

e pertanto, anche in ogni insieme ipercomplesso C,.,»
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_—

pb:a)= plb)=2pr(ay,ib,)-
4.4. Quoziente

Per calcolare il quoziente di 2 quaternioni generici

a, + a,i, + a,i, + a,i,

(con (b,,b,,b,,b,) #(0,0,0,0))
by +byi, +byi, + by, (BosBro o) 2 )

g.(a;b) =

determiniamo prima di tutto il reciproco di b, +bji, + byi, + byi,:

1 _ by —(bi, +b,i, +byiy)
by +bi +byi, +bi; b’ +b’+b +b,

da cui:

by~ (b +byi, +bi)  pash)
b02 +b12 +bz2 +b32 P/,z

_ ao +alzl +a212 +a313
by +bji, +b,i, +bii,

q.(a;b)

=(a, +aj, +a,i, +ai)-

e quindi

_—

by +ay(=b,) + by, + pla

imm? bimm) .

(a;b) =
q(a;b) bitp

Da quanto visto precedentemente per il prodotto di 2 elementi
di un generico insieme ipercomplesso C, > tali relazioni

saranno ancora valide per il calcolo del quoziente di 2

elementi di un qualunque insieme ipercomplesso C, >

quindi, Va,b e C, (con b#0), sara
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271 21
a, + Zahih o by — thih p (a'g)
g(a;b) = Zh,,:_ll =(a, + zahbh)' - b 7 = : ; s
. h=1 z pb
by + D by, S b,
h=1 h=0

aObO + a() (_ bimm) + b() aimm + p‘(aimm 5T bimm) .
2 2
by +p,—

imm

g(a;b) =

4.5. Osservazioni sull’elemento neutro del prodotto e, in

generale, sul prodotto di frazioni

Ovviamente, gli elementi neutri rispettivamente per la somma
e per il prodotto nell’insieme dei quaternioni sono

0=0+0i, +0i, + 0i, € 1=1+0j, +0i, +0i,, risultando

Va=a,+ai +aj,+aj,€Cy, a+0=0+a=aea-l=l-a=a

cosi come, in generale, gli elementi neutri rispettivamente per
la somma e per il prodotto in un qualunque insieme di

ipercomplessi  C,, |~ sono  0=0+0i, +0i,+..0i,  ¢©

1=1+0i, +0i, +...0i,, , risultando

Va=a,+aji+ayj,+..a eC

by o a+0=0+a=a ¢ a-l=l-a=a.

Sembrerebbe essere, v >1, per [’elemento neutro rispetto al

prodotto, di fronte ad una incongruenza:
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Vb=b,+bi +bj, +..b, i, €C, —{0}, ¢ b/b=1

2

da cui dovra essere

in contraddizione con 1’essere

a-b-#b-a.
In realta, mentre risulta
b ab
a-—=—>,
b b

in generale, a causa della non commutativita del prodotto tra

ipercomplessi, ¢

b ba
-a
b b

(differentemente da quanto accade negli insiemi numerici
precedenti a quello dei quaternioni).

Infatti:

1
b b b b b

[
I

IS

S~
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pur risultando, comunque, anche

é-CI:b-l'a:l'a:a
b

b

e quindi

S| S
S| S

In generale, in ogni insieme numerico fino a quello dei numeri
complessi, sara:
1 1 11 ac

Logtem=ge—=X Va,ceC, ¢ ‘v’b,deCl—{O}
d b d bd bd

S
S

e, a partire dai quaternioni (v» > 1), invece, sara

=q-—C—#daq-C é:% va,cecﬂf} € Vb,decz,,_l—{()}.

S| o=

c_ 1.1
d b d

S






9. COSTRUZIONE DEGLI AMPLIAMENTI NUMERICI

Il concetto di ampliamento numerico riguarda gli insiemi

numerici e le loro algebre.

11 principio di permanenza delle proprieta formali di Hankel
afferma che, nella costruzione degli ampliamenti numerici, le
proprieta formali delle operazioni valide in un insieme devono

continuare a esserlo nei successivi ampliamenti dello stesso.

Tale principio risulta valido nella costruzione, a partire
dall’insieme 2V dei naturali, dei successivi insiemi numerici
(che pertanto, rispettando le regole di costruzione dello
stesso, possono essere considerati ampliamenti numerici

degli insiemi precedenti) fino all’insieme C, dei complessi,

ma non ¢ piu valido nella costruzione degli ipercomplessi, dai
quaternioni (a causa della non commutativita del prodotto) in
poi (negli insiemi successivi ai quaternioni si perdono, come

¢ noto, man mano anche altre proprieta).

59
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In base al principio di Hankel, quindi, 'insieme C, dei

numeri complessi con la sua algebra puo essere considerato

un ampliamento dell’insieme R = C, dei numeri reali

perché per le operazioni in C, continuano ad essere

verificate le proprieta formali delle operazioni valide in R ;

I'insieme (C, dei quaternioni, invece, non puo essere
considerato un ampliamento di C; , potremmo solo dire che

C, ¢ un sottoinsieme di C,.

Come visto, quindi, gli insiemi ipercomplessi, assumendo il
principio di Hankel imprescindibile nella costruzione del-
I’ampliamento di un insieme numerico, non possono essere
considerati ampliamenti numerici successivi all’insieme dei

complessi.

Se vogliamo considerare tali insiemi come ampliamenti degli
insiemi precedenti, ¢ necessario pertanto derogare dal
principio di Hankel e stabilire nuovi vincoli nella costruzione

di ampliamenti di un insieme numerico.

In seguito proviamo a ridefinire i criteri di costruzione di un

ampliamento numerico.

Partendo da un insieme numerico, la costruzione di un suo

ampliamento consiste nella definizione dei suoi elementi che
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saranno nuovi oggetti (che chiameremo ancora numeri) e

delle operazioni tra tali oggetti.

Come detto, gli elementi del nuovo insieme sono oggetti
diversi dagli elementi dell’insieme di partenza, pertanto per
le operazioni tra essi, anche qualora si tratti di operazioni gia
definite nell’insieme di partenza, sara necessaria una nuova

definizione.

Imponiamo che le definizioni degli elementi e delle
operazioni dell’ampliamento di un insieme numerico

soddisfino i seguenti vincoli:

- gli elementi del nuovo insieme dovranno essere tali che
I’insieme di partenza sia identificabile con un sottoinsieme

del nuovo insieme;

- se un’operazione ¢ definita nell’insieme di partenza, la
stessa operazione, definita nel nuovo insieme, dovra po-
tersi identificare, nel sottoinsieme identificabile con 1’in-
sieme di partenza, con I’operazione definita in esso e per-
tanto dovranno continuare a essere valide in tale sottoin-
sieme le proprieta formali valide nell’insieme di partenza.
(Cio, evidentemente, non comporta, come in base al
principio di Hankel, per esempio, che le proprieta del

prodotto valide da NV a C,, continuino ad essere valide
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in C,, ma semplicemente che, definito il prodotto in C;»
per questo, applicato agli elementi del sottoinsieme di C,

identificabile con C,, continuino ad essere valide le stesse

proprieta valide per il prodotto in C,);

noltre:

se un’operazione ¢ interna a un insieme numerico, tale
operazione, opportunamente ridefinita in esso, dovra es-

sere interna anche ad un suo ampliamento;

se un elemento ¢ I’elemento neutro rispetto a un’opera-
zione in un insieme numerico, esso dovra essere identifi-
cabile con I’elemento neutro rispetto alla stessa opera-
zione, opportunamente ridefinita in esso, anche in un suo

ampliamento;

se una proprieta di un’operazione non ¢ verificata in un
insieme, essa non potra essere verificata in un suo amplia-
mento (come d’altronde € ovvio non essendo verificata in
un suo sottoinsieme; quindi, se passando da un insieme a
un suo ampliamento si perde una proprieta, essa si perdera

in tutti gli ampliamenti successivi).



6. RAPPRESENTAZIONE DELL'INSIEME
DEI QUATERNIONI IN INFINITI PIANI DI GAUSS
(ESCLUSI | PUNTI DEGLI ASSI REALI) E IN UN ASSE REALE

In questo paragrafo vedremo come i quaternioni possono essere

rappresentati in o0’ piani di Gauss esclusi i punti degli assi reali
(ipunti di tali piani saranno identificabili con i quaternioni aventi
parti immaginarie non nulle) e in un asse reale (i punti di tale
asse saranno identificabili con i1 quaternioni aventi parti

immaginarie nulle, quindi con i numeri reali).

Come detto, in quanto segue vedremo come I’insieme C, dei

. . N . 2_ 1
quaternioni pud essere rappresentato in oo? =oo’ * =o0**
piani di Gauss esclusi i punti degli assi reali di tali piani e da un

asse reale.

In generale, nel prossimo paragrafo, vedremo come ogni insieme

ipercomplesso C,, | (con » >1) puo essere rappresentato dai

2 @

. . n__ n-1_ . . . .. . . .
puntidi oo 2 =0** ™ piani di Gauss esclusi i punti degli assi

reali di tali piani e dai punti di un asse reale.

63
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Nell’insieme /. dei quaternioni immaginari, la relazione
R: ‘v’a,be]cs, bRa <« FkeR/b=ka

divide I’insieme /. in infiniti sottoinsiemi di quaternioni
Cs

immaginari aventi i coefficienti delle unitd immaginarie

proporzionali (b, = ka,,b, = ka, b, = ka,).

Nello spazio immaginario [,/,/; tali sottoinsiemi sono
rappresentati, va = 0, dalle rette passanti per 1’origine O e,
per a =0, invece, dal sottoinsieme {O}, formato dal solo
quaternione nullo (ottenuto dagli oo' prodotti 4 -0 =0, al

variare di k£ in R), rappresentato dall’origine O.

Dato che i punti dello spazio /7,1, come gli elementidi 7 ,

sono o0” e che i punti di ogni retta, come gli elementi di ogni
sottoinsieme di / c, individuato da ® Va = 0, sono oo, il
numero di tali rette & o0’ /00! =c0” (come quindi il numero dei

punti di ogni superficie sferica, indipendentemente dal suo

raggio; infatti, considerata una qualunque sfera di centro
nell’origine, ognuna delle o0” rette passanti per 1’origine

individua sulla sua superficie 2 puntie 2- 00* =00’ ).
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L’unione dei sottoinsiemi individuati da #® in /. ¢ I'intero
insieme [/ ¢, € lintersezione ¢ I’insieme unitario {O}
(ovviamente, nello spazio /7,1, cio € rappresentato dal fatto
che, oltre a essere {0} uno dei sottoinsiemi individuati da &#
in /., rappresentato in tale spazio dalla sua origine, le

infinite rette identificabili con gli altri sottoinsiemi
individuati da R in 7 ¢, Passano tutte per I’origine), quindi X
non ¢ una relazione di equivalenza, dato che non determina

una partizione di /. .

Quanto visto ¢ coerente col fatto che & risulta riflessiva e
transitiva, ma non simmetrica; infatti, per a =0, =0 ¢ in
relazione & con «, essendo, per k=0, h=0-a=0, ma g
non ¢ in relazione &£ con 5 , dato che non esiste nessun 4 R
per il quale risulti « = b, cosa che invece € possibile Vi = 0

dato che in tal caso, se » = ka , ovviamente sara a = (1/k)b.

Affinché la relazione & definita in /. sia di equivalenza, la

ridefiniamo come segue

X: Vabel.,, bRa <« ElkeR—{O}/b:ka.
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In tal caso & risulta, oltre che riflessiva e transitiva, anche
simmetrica, individuando pertanto una partizione di / c, (e
quindi dello spazio [,7,1,) in classi di equivalenza (il cui
numero € la cui cardinalita rimarranno invariati rispetto a

quanto visto per i sottoinsiemi di /. individuati dalla

&

relazione non simmetrica definita precedentemente).

La relazione & individua quindi, come detto, una partizione
dell’insieme /.. , e equivalentemente dello spazio /1,1, in
classi di equivalenza, delle quali 00? formate da oo’ elementi,
rappresentate dalle infinite rette passanti per 1’origine O
private del punto O stesso, e 1 formata dall’insieme unitario

{0}, rappresentata dall’origine O.

L’insieme C, dei quaternioni si puo pensare suddiviso in

sottoinsiemi formati, per ogni classe di equivalenza

individuata da % in /. (fissato per ognuna di esse un
elemento a,i, + a,i, + a,i, di / ¢ dal quale si ha, al variare
di keR- {0}, la classe di equivalenza k(a,i, + a,i, + a,i,)

), sommando un generico numero reale ¢, a tale classe.
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Tali sottoinsiemi rappresentano le classi di equivalenza

individuate in C, dalla relazione, che chiameremo X o
3

definita come segue.

La relazione d’equivalenza ® definita in /. permette di

ottenere in C, la relazione

gﬂqi ‘v’a’beCS, b gzq a < b. R a

imm imm "

Dalla classe di equivalenza {O} ottenuta in /. per
k e R—{0} con aji, + a,i, + aji, = 0, si ottiene quindi, in C,,
la classe di equivalenza individuata dalla relazione &,

costituita dall’insieme R dei numeri reali, rappresentabile su

un asse reale.

Dalle altre classi di equivalenza k(aji, + a,i, + a;iy)
Vk € R—{0} con aji, + a,i, + a,i, # 0, si ottengono quindi,
n C;, le classi di equivalenza individuate dalla relazione
R, costituite dagli insiemi di quaternioni non reali con parti

immaginarie proporzionali, ognuno dei quali rappresentabile

in un piano di Gauss, esclusi i punti del suo asse reale.

Di seguito ci soffermeremo su tali piani di Gauss i cui assi

immaginari saranno sulle rette individuate in /,7,/, dai punti
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(ka,,ka,,ka,). Su ognuna di tali rette, saranno individuabili 2

versi di percorrenza e, per stabilire il verso degli assi

immaginari, scegliamo per esempio una terna (a,,a,,a,) con
a, , o in generale la prima componente non nulla, positiva (se

ci0 non fosse, potremo ridefinire il quaternione

a,,, =a,i, +a,i, + a;i, a partire dal quale individuare la classe

imm

di equivalenza k(ai +a,i,+aj,) VkeR- {0}, e quindi

_—

, ponendo 4, =h-(-a,,) cON

imm

I’asse immaginario 7,

imm

h=-1, appartenente ovviamente alla stessa classe di

equivalenza).

Per individuare i piani di Gauss procediamo come segue:

- a partire da /", mediante le 2 rotazioni successive di

angoli ¢, e B, con (VkeR-{0})
. =tan 1% tan™! L=tan ———
4 q (ka,)
e

=tan' ——=—— =tan""'

ﬁ(l» Y5 5
V&' +a,’ V(kay)* + (ka,)”

rispettivamente nel piano [,7,e perpendicolarmente al
piano LI, otteniamo il semiasse positivo [*, ~dell’asse

immaginario 7,  di versore

imm
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_ajiy +ayi, fasl; kai, + ka,i, + ka,,

Jai +a +a®  (ka))* + (ka,)* + (ka,)?

Limm

- apartireda /7, , mediante la rotazione di angolo — /2,
sempre perpendicolarmente al piano 7 /,, individuiamo il

semiasse positivo R*, ~dell’asse reale R,

imm

Nel caso in cui sia a,=0 ¢ a,#0, sara a,/a,=a,/0

impossibile da calcolare e pertanto sara impossibile da calcolare

anche «, ;porremo in tal caso a, =rn/2, cio¢ uguale al limite

imm imm

di tanfl(az / alzJ al tendere azero di 4/ a12 (come stabilito, dato

che la prima componente non nulla di (g,,a,,a,) dovra essere
positiva, sara a, > 0); intal caso I’asse immaginario /  eanche

imm

I’asse reale R, saranno nel piano 1,

imm

Nel caso 1n cui sia a =a,=0, sara a, / a, indeterminato e

quindi anche a, risultera indeterminato, mentre sara

imm

a,/\la +a,” =a,/0 impossibile da calcolare e pertanto sara

impossibile da calcolare anche g ; porremo in tal caso

B, =nl2, cio¢ uguale al limite di ‘[a:n_l(a3 / W ) al

imm

tendere a zero di 1/alz + a22 (come stabilito, dato che la prima
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componente non nulla di (a,,a,,a,) dovra essere positiva,

sara a, > 0); in tal caso, quindi, all’asse immaginario 1,

imm

che coincidera con [, corrispondera, sul piano / /,, un asse

reale R indeterminato, passante per l’origine, il cui

imm

semiasse positivo R*,, = si ottiene dalla rotazione di [*,,, di

—z/2 su un qualunque piano passante per /,, quindi

perpendicolare al piano /[ /,.

In ognuno degli oo® piani di Gauss R, I, , escludendo i

imm %imm

. . 2 ..
punti dell’asse reale, si possono rappresentare oo~ elementi di

C, — R ¢ quindi complessivamente si possono rappresentare

gli oo’ elementi di C,—R.

Per ogni quaternione immaginario a, ~=a,i, +a,i, + aiy, il
generico quaternione non reale q, + ka, i, + ka,i, + ka,i, con

a,€R ¢ keR—- {0} sara rappresentato:

- in forma cartesiana, dalla coppia

(ao:pka,mm ): (aykp,, ),

imm

con

P =A(kay)* +(kay) +(kay)? = kyla,” +a,” +a,” =kp,
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- in forma polare, dalla coppia

(’an Jwimm ’ yaoﬂkaimm )

o0, equivalentemente, nella forma trigonometrica

aa()’kaimm = paO’kaimm (Cosj/‘lu’kﬂmm + laimm Sin }/a()’kaimrn )’

con

P =@, +(ka,) + (kay)? + (kay )’

. 1 P
- P, S€ g, >0 oppure Vs, =tan? Do 7 S€ g <o

;/‘lovk“,mm =tan imm
ay dy

Il piano di Gauss in cui possiamo rappresentare il quaternione
non reale » (e gli altri della stessa classe di equivalenza), si
otterra dal piano di Gauss in cui possiamo rappresentare il
quaternione non reale a (e gli altri della stessa classe di

equivalenza), facendo ruotare quest’ultimo piano intorno

all’origine O di a, —a, parallelamente al piano /7, e, a

imm imm

seguire,di B, —f  perpendicolarmente al piano 7 7,, con

imm

L oa L a , a
=tan' ——2==tan' 2> B =tan 3

aﬂ
imm 2 a imm 2 2
\a 1 a’” +a,
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e
b b b
-1 2 -1 -1 3
a, =tan =tan= —=> B, =tan” ——x="
b’ b, Jb' +b)

(Nel caso in cui uno dei 2 piani di Gauss abbia asse

immaginario coincidente con I’asse /,, per quanto visto

precedentemente, il corrispondente angolo ¢, 0 ¢, sara

imm imm

indeterminato e pertanto potra supporsi a, =a, da cui
abimm - aamm = 0)
Ovviamente, se b %, a,sard @,,, ~a,,, =B, = Fa,, =0

Come gia detto, in ognuno dei piani di Gauss (esclusi i punti
degli assi reali di tali piani) in cui potremo rappresentare i

. . . . 2 . g
quaternioni non reali saranno rappresentati co” elementi di

C, — R le cui parti immaginarie sono identificabili con vettori

aventi la stessa direzione (quella dell’asse immaginario);

pertanto, il prodotto degli elementi di C, - R che si possono

rappresentare in ogni piano di Gauss ¢ commutativo. In
generale, in ognuno di tali piani continueranno a essere
verificate tutte le proprieta formali delle operazioni definite

nell’insieme C, dei numeri complessi, pertanto si potra

operare in ognuno di essi come in tale insieme.



6. Rappresentazione dell’insieme dei quaternioni in infiniti piani [...] 73
Riepilogando quanto visto, I’insieme C, dei quaternioni si

puo identificare con co” insiemi di quaternioni non reali, che
possono essere rappresentati in piani di Gauss (esclusi i punti
degli assi reali di tali piani), ruotati 'uno rispetto all’altro
intorno alla loro origine, e 1 insieme di quaternioni reali, che

puo ovviamente essere rappresentato in un asse reale.

Per le operazioni tra gli elementi di ognuno degli co” insiemi
di quaternioni con parti immaginarie proporzionali, cosi come
per le operazioni tra un elemento di uno qualsiasi di tali
insiemi e un elemento dell’insieme dei quaternioni reali, sono
verificate tutte le proprieta formali delle operazioni valide

nell’insieme C,; dei numeri complessi.






1. RAPPRESENTAZIONE DI UN QUALUNQUE INSIEME
IPERCOMPLESSO IN INFINITI PIANI DI GAUSS
(ESCLUSI | PUNTI DEGLI ASSI REALI) E IN UN ASSE REALE

In questo paragrafo generalizzeremo quanto visto in quello

recedente per ’insieme C, dei quaternioni.
3

Come nell’insieme /, ¢, dei quaternioni immaginari, definiamo,

nel sottoinsieme /. degli ipercomplessi immaginari di un
1

2"

qualunque insieme C, | (con 7 >1), larelazione

R Vabel, ,bRa s IkeR-{0}/b=ka

che ci permettera di verificare come tutti gli insiemi C2,,71

possono essere rappresentati (come gia anticipato nel

paragrafo precedente) in oo® 2 = oo™

n—1 . . .
D piani di Gauss
esclusi 1 punti degli assi reali (i punti di tali piani saranno

identificabili con gli elementi di C, =~ aventi parti

immaginarie non nulle) e in un asse reale (i punti di tale asse

75
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saranno identificabili con gli elementi di C,,  aventi parti

immaginarie nulle, quindi con i numeri reali).

La relazione % individua una partizione dell’insieme /¢, , e

2

equivalentemente dello spazio L1, in classi di

equivalenza, delle quali oo”? formate da o' elementi,
rappresentate da infinite rette passanti per l’origine O

(private del punto O stesso) dello spazio [, L1, ¢ 1

formata dall’insieme unitario {O}, rappresentata dall’origine

O.

In quanto segue cercheremo di dare un significato a uno spazio

I1,1,..1,,  per n>2,quindidi dimensione maggiore di 3, e
di rappresentare in esso il vettore (ay,ay,..a,, ) passando,

come vedremo, per 2"~' —1 spazi tridimensionali.

Identificheremo ogni vettore (a,,a,,...,a,,,,) dello spazio

ILIL..1,,., (con 0<m<2"') con il vettore
2m*1 . . . .

( z ah2 \y, 0y, ) dello spazio tridimensionale
h=1

(in ognuno di tali spazi, per m>1, gli

ayiy ..y iy ) 12m]2m+1

assi [, e ] dipendono dall’asse delle ascisse

2m 2m+1
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; in quanto segue continueremo a chiamarli allo

iy .y s
stesso modo anche nel caso in cui, essendo diverso 1’asse
delle ascisse, saranno diversi anche gli assi delle ordinate e
delle quote); per m=1 si avra ovviamente lo spazio

tridimensionale /,/,/,,incui [/, =7, .
1°1

La classe di equivalenza k(q,a,,...,a, ) dello spazio

LLI,..1,  sara quindi la classe di equivalenza

2" -3 .
2 dello spazio .
k(\/g’az”z’az”l) p [”lil+---a2,173[2/17312”7212”—1
h=1

L’insieme C ,n_, Si puo pensare suddiviso in sottoinsiemi

formati, per ogni classe di equivalenza individuata da ®# in

I, (fissato per ognuna di esse un elemento

2" -1

@i, + iy + ..y, i, di / c,. dal quale si ha, al variare di

keR—- {0}, la classe di equivalenza

k(aji, +ayi, +...a,, i, )), sommando un generico numero

reale a, a tale classe.

Tali sottoinsiemi rappresentano le classi di equivalenza

individuate in Cz,_1 dalla relazione, che chiameremo #.

21

definita come segue.
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La relazione d’equivalenza & definita in /.  permette di
1

2" -

ottenere in Cz,,i1 la relazione d’equivalenza

gzc . ‘v’a,beC

2"-1

bRe a < b, Ra

n_y? im imm*
2" i

Dalla classe di equivalenza {O} ottenuta in /.  per

2" -1

keR—{O} con ai +ai,+..a, i

by, =0, si ofttiene, in

Czn_1 , la classe di equivalenza individuata dalla relazione

R costituita dall’insieme R dei numeri reali,

rappresentabile su un asse reale.

Dalle altre classi di equivalenza k(aj, +ayi, +...+a,, L. )

VkeR- {0} con aji, + ayl, +...a,, i,  #0,siottengono, in

C

19 le classi di equivalenza individuate dalla relazione

R costituite dagli insiemi di ipercomplessi non reali

pAS|
con parti immaginarie proporzionali, ognuno dei quali
rappresentabile in un piano di Gauss (come detto, esclusi i

punti del suo asse reale).

L’asse immaginario di ognuno di tali piani di Gauss sara su

una retta individuata, come vedremo, dalle 2" -1 ple
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(ka,,ka,,..ka,, ) (e quindi da una classe di equivalenza

individuata da & in 7, ) in cui, fissata la 2" -1 pla

271

(a,a,,..a, ) #(0,0,..0), k assume tutti i valori reali non

nulli.

Su ognuna di tali rette, saranno individuabili 2 versi di percorrenza
e, per stabilire il verso degli assi immaginari, scegliamo per
esempio (come fatto per i quaternioni) una 2" —1 pla

(a),a,,..a,, ) con a;, o in generale la prima componente non

nulla, positiva (se ci0 non fosse, potremo ridefinire

Iipercomplesso immaginario q, = =a,i, +ai, +...a,, i

imm 2" 172" -1

partire dal quale individuare la classe di equivalenza
k(ai, + ayiy +...a,, i, ) VkeR—{O}, e quindi lasse

immaginario 7, ponendo g,  =h-(-a, ) con h=-1,

imm

appartenente ovviamente alla stessa classe di equivalenza).

Per determinare, per ogni classe di equivalenza

k(aj +ayiy+,a), i, ) con  aji+ah+,..a, i, #0

individuata da & in [, , il piano di Gauss in cui rappresen-

1
1

tare a, +k(a,i, + a,i,+,...a )eC, —R Va,eR ¢

o 1211 l

VkeR- {O}, procediamo come segue:
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partiamo dal vettore i, +a,i, +a,i, che, nello spazio

1,11, individuera ’asse [, di versore

i ayis+asiy

_oal +a,l, + sl

lalil +ayiy +asiy 2 2 2
a, +a, +a,

(su cui saranno tutti i punti di coordinate

(ka,,ka,,ka,) € I, 1,1, Yk € R—{0})

facciamo ruotare il riferimento /,/,/; intorno a O in

modo tale che il semiasse [, mediante le 2 rotazioni suc-

cessive di angoli (Vk e R— {0})

1%

o a
o, =tan =tan 5 —
imm al al (hll )

L a .
=tan" 3 —tan” 3

p,, =t =t
o e (kay)* +(ka,)’

rispettivamente nel piano / /, e perpendicolarmente al
piano /,/,, sisovrapponga al semiasse [ ayay, € quindi

che I’asse /, si sovrapponga (con lo stesso orientamento)

all’asse [ le posizioni finali di 7/, e I,

ayiy+ayiy+asiy 0
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rappresenteranno rispettivamente gli assi 7, e 5 del

riferimento /,  [,/5, che dipenderanno, come detto,

Aplpy
h=1

dall’asse [ , e quindi dal vettore a,i, + a,i, + a,iy; in tale

Zahih
h=1
riferimento, il vettore (a,a,,a,) del riferimento /7,1,

sara, sull’asse delle ascisse [ , , il vettore di origine O

zahih
h=1
o [N, 2;
e modulo Z a’s
h=1

come fatto nello spazio [ 7,1, per il vettore a i, + a,i, + a,i;»

rappresentiamo in 1 1,1 il vettore

@iy +ayi; +asiy

3

2 . . . o 1 1 1
a i, +ai, +ai che ¢ quindi il vettore
h=1 zahih

h=1

5
(a,i, + ayi, +aiy) +a,i, +asis = Zahih dello Spazio
h=1

I,1,1,1,1, (dato che il vettore /iahzjo,o dello spazio
h=1

1,1, coincide con il vettore (a,a,,a;) dello

i) +a,iy +asi;
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spazio 11,1, ), il quale individuera I’asse

! 3
2 | S
[ Zah }3 +ayiy+asis
h=l apip

h=1

di versore

i, tayl,+asis

zahlh
h=1

e quindi

3
2. . .
Zah I , +a4l4 +61515
h=1 aply

h=1

bis
2. . .
Yl iy +agprasis
= Z"”i”

h=1

che coincide con I’asse ! s dellospazio [,7,1 L di versore
aiy
h=1

lali] +ayiy+..asis

(su cui saranno tutti 1 punti di coordinate

(kﬂalz +a22 +a32 ,ka4,ka5) € Iali|+u2[2+a3i314[5’ VkeR- {O})

- facciamo ruotare il riferimento J 1,1, intorno a

ayliy +a,i; +asis

O in modo tale che il semiasse [ aj+ai+ays
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mediante le 2 rotazioni successive di angoli

(Vk e R—{0})

o = 11&1’171 —_

Aimm

L, a ka
:tanl 5 _ 5

a
B =tan” - =
\/ \/ﬁ e I 4 ,
(&' +a," +a;7) +a, Ya > (ka,)
h=1

h=1

rispettivamente nel piano 1, e perpendi-

ayiy+ayiy+asiy

colarmente al piano 1,, si sovrapponga al

ayiy+ayi) +asiy

semiasse [ gi+an+.ai; € quindi che ’asse 7

ayiy+a,iy +asiy
sovrapponga (con lo stesso orientamento) all’asse

; e posizioni finali rispettivamente di /, e I

ayiy +ayiy+.asis 2
saranno rispettivamente gli assi /, € 7, che dipenderanno,

come detto, dall’asse [ del riferimento 7, [,1.,

Zahih Zahih
h=1 h=1
nel quale il vettore (a,,a,,a,,a,,as) del riferimento

I,1,1,1,1, sara, sull’asse delle ascisse j =, il vettore di

z“hih

h=1

origine O e modulo

5

2 .
Zah ’
h=1
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come fatto nei 2 precedenti riferimenti [,/,/, e
L, i iy v, 115 tispettivamente per i vettori @i, +a,i, + ai;

e @i, + a,i, +....a4is, rappresentiamo in Aol 11

ayiy+a,iy+..asis

vettore

S
2 . . . N . ..
Da, li. +ag+a,i; che & quindi il vettore
h=1 iy

h=1

,
(@i, +....asis) + agiy + azi; = Y a,i, dello spazio
h=1

ILII,I]]I, (dato che il vettore ZslahQ,(),o dello
h=1

spazio [ . . I, ¢il vettore (a,,a,..a5) dello spazio
11,1,1,15), il quale individuera I’asse
/

di versore

h=1

5
[ Zahz }' s tagigtaqi;
z“hifz

h=1

h=1 @iy
. _ =
I~ = -
ay” i s +agigtagiz 3 2
) Y i 2 2 2 2 2
= da | +a +a | +a +a,
h=1

e quindi



7. Rappresentazione di un qualunque insieme ipercomplesso ... 8s

(su cui saranno tutti i punti di coordinate

5
(k\/(\l alz + azz t a}z )+ 042 + as2 Jkag,ka;) = (k, Zahz kagka) el o lsly,

h=1

VkeR—- {0}), che coincide con I’asse / 27: dello spazio

I,1,...1,, diversore

lalil +ayiy+o.azi;

(su cui saranno tutti i punti di coordinate

(ka, kay...ka,) €1 1,...1,, Yk € R—{0}).

Tale asse, nel caso in cui I’ipercomplesso considerato sia

. <1 . L 3
un ottonione, sara I’asse immaginario /,, .. .. =1,

imm

(di versore i =i ) del piano di Gauss in cui

.alilﬂlziz +...ayi, A

potremo  rappresentare  gli  infiniti  ottonioni
a, +k(ai +a,i, +....a;i;), Va,e R ¢ Vke R— {0}; €ss0 si
potra pensare ottenuto a partire dal semiasse [ qai+..as, »

mediante le 2 rotazioni successive di angoli
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-1 ag
a, =tan
imm 2 2 2
Va© +a,” +.a
e
_ a
B, =tan ——L——
@imm 2 2 2
Va© +a,” +.a,
rispettivamente nel piano Iali,+a2i2+,.a5i5[6 e perpendico-
larmente al piano / Ig;

ayiy +ayip +.asis

- apartire da /*, , mediante la rotazione di angolo —7 /2,

sempre perpendicolarmente al piano I,, indivi-

ayly+ayly+..asis

duiamo il semiasse positivo R*,, dell’assereale R del

imm

piano di Gauss R [ in cui potremo rappresentare gli

ottonioni a, +k(aj, +ay, +....a,i;)eC,—R, Va,eR €

Vk € R—{0}.

Come visto, per poter ottenere gli 0* piani di Gauss in cui
rappresentare (esclusi i punti degli assi reali) 1’insieme

C, — R, passiamo per 1 spazio tridimensionale e per poter

ottenere gli oo° piani di Gauss in cui rappresentare (esclusi i
punti degli assi reali) I'insieme C, — R, passiamo per 3 spazi

tridimensionali; in generale, come vedremo, per poter

ottenere (Vn>1) gli oo® 2 piani di Gauss in cui
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rappresentare (esclusi i punti degli assi reali) I’insieme

C,. , — R, passiamo per 2""' _1 spazi tridimensionali.

Per ogni C, . per individuare il piano di Gauss in cui po-

tremo rappresentare, a partire da i, +a,i, +...a, i, #0

fissato, una delle classi di equivalenza (diversa da quella iden-

tificabile con I’insieme dei numeri reali) individuata in tale

insieme dalla relazione & . , e cio¢ gli infiniti suoi elementi
2"

a, +k(ai, + a,i, +..... az“-1’2”-1) € Cz,,_1 -

R (Va, eR e
VkeR- {0}), procediamo come fatto nel caso di 71 =3 per gli

ottonioni.

Arrivati allo spazio 7 I

iy tazlyted,, 0, 72" -27 2"

2"-3
esso il vettore | [>a,” li,. +a, i, +a, i, . checoin-
h=1 > iy
h=1

cide con il vettore i +ayi,+....a, i, dello spazio

, consideriamo in
-1

I1,...1,,  (dato che il vettore 2i‘jahao’o dello spazio

h=1

al,-ﬁaziznwm,-z,_}12n_212n_1 ¢ il vettore (a,,a,...a,, ,) dello spazio
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L11,..1,, ); I'asse individuato da tale vettore sara I’asse im-
maginario 1, =1 - di versore
a }2”3 +az”fziz”fz +az”—1iz”71
h=1 Z“hih

2"-3 )
Z a lz"fz + aztzlztz + a2”—112”—1

1 =
2"_3
2. . .

S o

h=1

se rappresentato nello spazio tridimensionale

I, I, (equindi, Vke R—{O}, I’asse im-

alil+azi2+...a2,,73i2,t3 M7

maginario [ =1 . . A i Versor
g 0 Qi Qi +ayiy bty 0 di versore

271 271
zahlh Zkahlh
_ =l =1

a

i S I
2
a, Z(kah)
h=1 h=1

se rappresentato nello spazio /,7,....1,, ) del piano di Gauss

cercato.

Tale asse immaginario si potra pensare ottenuto a partire dal

semiasse  [7y +ajiy+.a, i, » Mmediante le due rotazioni

323

successive di angoli
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a,,
a,,  ~ =tan” 22 =
2 2 2 2
a t+a, t.a,
e
a,, _
B =tan™ 2 =tan™
2 2 2 2
a’ +a, +.a,
rispettivamente nel piano /,; ., +-»a2n,3i2n,3]2”—2 e perpendi-
colarmente al piano /,; ., . sy iy L

Come visto, il vettore @i, + @i, +....a,, I, individuera I’asse

. . . _ . . +
lmmaglna’rlo Ia1i1+a2i2+"azﬂ,|izﬂfl - Iaimm ? a partlre da I Dimm >

mediante una rotazione di angolo —z/2, perpendicolar-

mente al piano / 1 avremo il semiasse posi-

. . . "o
@iy iz, 0, 2"-2

tivo R*,, = dell’asse reale R, del piano di Gauss R,

imm a 2

imm

in cui potremo rappresentare gli  ipercomplessi

ay +k(ap +ayiy +.ay, i, )eC, -

R, Va,eR ¢

Vk e R—{0}-

Da quanto visto, la coppia di angoli (&, ; B,

Aimm %imm

- seé 0<h<?2"'—1, permette di individuare I’asse delle

ascisse [

[CURSNCYRI Y

dello spazio tridimensionale
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L., 1,,.,1,, ; ottenuto facendo ruotare il precedente spa-
aiy
k=1

zio tridimensionale Lo Ly1y1202(1)+3 in modo tale che
agiy
k=1

il suo asse delle ascisse, con tale rotazione, vada a sovrap-

porsia 1., (per h=1, come detto, in corrispondenza

agiy
k=1

dello spazio tridimensionale di partenza [,[,/;,¢ I, =1, );

- seé& h=2""-1, permette di individuare 1’asse immagi-

nario 7,  del piano di Gauss in cui rappresentare gli iper-

imm

complessi  a, +k(aj +a,i, +..... )eC, -R con

2” 12”

aj tayy +..a, i, €I, —{0} fissato, Va,eR €

Vk e R—{0}.

Generalizzando quanto visto nel paragrafo precedente per i

quaternioni agli ipercomplessi di un qualunque insieme

C, —Rconn >1,sela2"-1 pla (a,a,,.... a, ) #(0,0,..0),
identificabile con I’ipercomplesso immaginario
ai +a,i, +..... az,, @y € I { } (a partire dal quale possiamo

considerare la classe di equivalenza k(aj +ayi, +....a, i, )

con ke R— {0}), ha le prime componenti 4,,4,,.....a, nulle
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(con m<2"-1, dato che aji+ay,+..a, i,

sara:

2h-1

- a, =tan'(a,/ > a’)=tan"'(0/0)
k=1

imm

2%
- B, =tan(ay,,/ Zakz ) =tan"'(0/0)
=1

Aimm

se € 2h<m;

2.
2h-1

- @, =tan'(a,/|> a’)=tan"'(0/0)
k=1

imm

20
- 2 _
) ﬁ" = tan ](a2’7+1/ Zak )=tan ](a2h+1 /0) cona,, >0

k=1

se € 2h=m;

2h-1

oo = tan"'(a,, / Zakz): tan~'(a,, / 0) €ON a,, >0

nnnnnn

k=1

2h

imm

2
-1 2 2
- B, =tan (ay,,,/ E,ak ) con E,ak %0
=1 =l

see 2h=m+1,
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(Ovviamente, se ¢ 2h>m+1, Q, e B, sono entrambi

imm @imm

2h-1 2h
. . 2 2
determinati essendo Eak #0 e E a, #0).
k=1 k=1

Come fatto per i quaternioni, ogni volta che ci troveremo di
fronte al calcolo impossibile di tan"'(a,,.,/0) con a,,, >0

porremo 1’angolo corrispondente uguale a /2.

Nel caso 1., risultando indeterminati gli angoli @, e B, |

il nuovo spazio tridimensionale risultera indeterminato nello
spazio tridimensionale precedente (ovviamente con la stessa

origine di questo).

Nel caso 2., risultera @,  indeterminato (nel piano

IWE')*' _ 1 a-n+2) e B = /2 (perpendicolarmente al piano
Aply Aimm
k=1

IWiM _ [2(h—1)+2). Se & h<2""'—1, I’asse delle ascisse del

1

ey Sard

nuovo spazio tridimensionale [,,, [
ai
k=1

2h+2

coincidente con I'asse delle quote 7, , , dello spazio

precedente, mentre gli altri 2 assi (ovviamente perpendicolari

e passanti per () saranno indeterminati nel piano
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Lioyi ypyins S€ invece ¢ 4 =2""—1, ’asse immaginario
Zakik

k=1

I, ~ del piano di Gauss R, I, in cui rappresentare gli

ipercomplessi 4y +k(ai +ayi, +...a, i, )€C, sara
coincidente con I’asse delle quote /5, _1y,3 dello spazio

precedente, mentre I’asse reale di tale piano sara indeterminato

nel piano /,,,., 1, (h-1)+2> ovviamente passante per O.
ayiy
k=1
Nel caso 3., risultera &, =7x/2 ¢ f, determinato. Se &

imm Aimm

h< 2" —1, ’asse delle ascisse 7,,, del nuovo riferimento

Ay
k=1

tridimensionale L. [2h+2]2h+3 sara nel piano IZ(h—l)+212(h—1)+3
agiy

k=1
delle ordinate e delle quote del precedente spazio
tridimensionale; se invece ¢ 4 =2""' —1, I’asse immaginario

«,, del piano di Gauss R, I, in cui rappresentare gli

ipercomplessi a, +k(a,i, + a,i, +..... )eC,, —R sara nel

2n 1 2n

piano 1, .05, ,,; delle ordinate e delle quote del

precedente spazio tridimensionale e il semiasse positivo

4
R Qimm

dell’asse reale si otterra dalla rotazione di angolo

-n/2 di I',,, , sempre nel piano Lygyiolagnys-

imm 9
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Come per i quaternioni, per ogni ipercomplesso immaginario

. . . %4 .
;e =0+ Ayl + il L =0, | 1perC0mpleSSO generico

a, + ka i, + ka,i, + ..ka con g, eR ¢ keR—{O}

2"-1 2” -1
sara rappresentato nel corrispondente piano di Gauss (esclusi

i punti dell’asse reale):

- in forma cartesiana, dalla coppia

(aoapka,mm) (ap,kp, )

imm

con

_\/(ka) + (ka,)” +.. (kaz,,fl)2 =k\/a12 +a, 4—...:12,,712 =kp,

ke,

e
- in forma polare, dalla coppia
(’Dao’lmmm ? yamkﬂmm )
o0, equivalentemente, nella forma trigonometrica
agkapy, pao’ imm (cosyao’k”zmm Limm }/%a lmm)
con
2 2 2
Py =0+ (k) +(kay)* +. (ke )’
e
Vapsay, =0 —2 Pl se ay >0 Oppure 7,4, =tan" —=+7 se 4, <0.

a, a,

imm
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Nella costruzione del piano di Gauss, in ogni spazio

tridimensionale (come visto precedentemente) si possono

2

individuare o> classi di equivalenza individuate dalla

relazione & definita in esso, rappresentate dall’origine e dalle

owo? rette passanti per l’origine di tale spazio (private

dell’origine stessa). Per Iinsieme (,, per arrivare a

individuare tale piano, abbiamo considerato i 3 riferimenti

tridimensionali /,/,1;, [ 1,1, el 1,1, , quindi

ayi+ayiy +asiy ayiy+a,i, +.asis
si avranno oo’ .o’ .0® =o0® classi di equivalenza e di

conseguenza oo’ -oo? - oo’

= oo’ piani di Gauss, in ognuno dei
quali ¢ possibile rappresentare una di tali classi e quindi oo?
elementi (pertanto in essi saranno rappresentati gli

0% - 00? = ® elementi di C,—R).

Per un generico insieme ipercomplesso C,, , si procedera

nella costruzione di ogni piano di Gauss in modo analogo a

come visto per gli ottonioni; quindi si avranno

n n—1 . . . .
0% -00% - ..007 =a0® 2 =00’® D classi di equivalenza e di

n n—1 . . . .
conseguenza oo’ - o0’ - .. 00> =00’ 2 =0’ D piani di Gauss in

ognuno dei quali ¢ possibile rappresentare una di tali classi

(pertanto in essi saranno rappresentati gli oo” 2 .00® =o0”

elementi di C, - R).

n_q
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Come visto nel paragrafo precedente per i quaternioni,

I’ipercomplesso immaginario ¢

mmm

=ah+ay, +..ta, i, #0

si puo pensare ottenuto applicando:

- nello spazio [ 1,1, al vettore (\/a,’ +a,” +a,>,0,0) le 2

rotazioni successive, individuate dagli angoli

rispettivamente nel piano /,/, e perpendicolarmente al

piano [ [,;

. 2 2 2
- nello spazio Iali.+aziz+a3i31415 al vettore (y/a," +a, +...a;",0,0)

le 2 rotazioni successive, individuate dagli angoli

a, =tan ———u
2 2 2
Va t+a, +a,
€
el as
p,, =tan

imm

2 2 2 2
\/a1 +a, +a; +a,
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rispettivamente nel piano 7 1, € perpendicolar-

ayi) +ayiy +asiy

mente al piano 7

ayiy+ayis+asiy 42

- nello  spazio I oL, 1, al  vettore
@iy tayiy .y, I, 2"-272"-1

2 2 2 . . .
(\/al +a, +..a, ",00) le 2 rotazioni successive,

individuate dagli angoli

- a,,
a,, =tan’ L2
2" g, 2 2 2
a’ +a, +..a,
e
a
-1 n_
B, =t —————e
2 o 2 2
a +..a,_
rispettivamente nel piano | I,,e perpendicolar-
Wiytaghytay iy 2
mente al piano [ . I, ..
@iy tayiy.ta 2°-2

i
"-32"-3

Nel paragrafo precedente abbiamo visto come il piano di
Gauss in cui possiamo rappresentare il quaternione non reale
b (e gli altri della stessa classe di equivalenza) si possa
ottenere dal piano di Gauss in cui possiamo rappresentare il
quaternione non reale a (e gli altri della stessa classe di

equivalenza), facendo ruotare quest’ultimo piano intorno
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all’origine O di @, —a, parallelamente al piano 7,7, e,

aseguire,di B, — 8 perpendicolarmente al piano 7 /,.
Ovviamente non potremo procedere allo stesso modo per due

ipercomplessi a e » appartenenti a C, ,—Rconn>2 dato

che i due piani di Gauss, in cui essi potranno essere
rappresentati, in generale, sono individuati in 2 diversi

riferimenti tridimensionali.

Vedremo di seguito come, a partire da «,,,, mediante le
rotazioni di riferimenti tridimensionali e infine di un piano nello

spazio ottenuto dopo 1’ultima di tali rotazioni (coincidente con

lo spazio [, I

Zb/zi/z
h=1

1), potremo arrivare al piano di Gauss

R, I, in cui rappresentare I'intera classe di equivalenza

imm — Dimm

by +k(byi, + byi, +..b,, i, ) Vb eR e VkeR-{0}.

2" 7112" -1
Nel riferimento [ 7,1,, consideriamo i 2 vettori (a,,a,,a,) €
(b,,b,,b,) che individuano rispettivamente, come visto in

precedenza, gli assi delle ascisse dei 2 riferimenti tridimensionali

I, IJ, © I, 1,1, (nei quali come sottolineato

aiy zbhih
h=1 h=1

precedentemente, continuiamo a chiamare allo stesso modo gli
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assi I, e I, anche se, dipendendo dai vettori (a,,a,,a;) €
(b,,b,,b,), in generale, non coincidono), che si ottengono

facendo ruotare /7,7, rispettivamente di o, €, a seguire, di

Aimm

B ed @, ¢a seguire, di ﬂlw (con, in entrambi i casi, la

Aimm

prima rotazione parallelamente al piano 7,7, e la seconda
perpendicolarmente al piano 7,7,); facendo ruotare ora il

riferimento che si ottiene a partire da (a,,a,,a;) dog -—-o

Dimm imm

e,aseguire,di 5, — /5 ,questo sisovrappone al riferimento

I, 1,1 chesiottiene a partire dal vettore (b,,b,,b,).
zbhih

Come fatto nel riferimento 7,7,7,, nel riferimento /, [,/

zbhih
=]

3 3
consideriamo i 2 vettori ( Zahz,a“as) e ( thz,b“bs), che
h=1 h=1

individuano rispettivamente, come visto in precedenza, gli assi

delle ascisse di 2 riferimenti tridimensionali che si ottengono

facendo ruotare [; [,I5 rispettivamente di o, e, a
bhih Aimm
h=1

seguire, di f, e di «a, e, a seguire, di £, (con, in

entrambi i casi, la prima rotazione parallelamente al piano

I, I, ¢ laseconda perpendicolarmente al piano /7,  1,);

D biis zbhih
i

h=1
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facendo ruotare il riferimento che si ottiene a partire dal vettore

3
2 . . .
>aapa)di @y —a, easeguiredip -p |

imm Gimm bimm imm

questo si sovrappone al riferimento /s (I, che si ottiene a
by
h=1

3
partire dal vettore ( Z bh2 b..by)

h=1

Continuando cosi, si arriva infine al riferimento

]2,,_z I o 2[ o in cui si possono rappresentare i 2 vettori

by

h=1

2 assi la,, e I, il secondo dei quali ¢ I’asse immaginario

imm

del piano di Gauss R, I, in cui ¢ possibile rappresentare

imm

by +b,i, + byi, +..b , con parte immaginaria non nulla,

o 12/, 1°

¢ l'intera classe di equivalenza p, + k(b,i, + b,i, + .. by, i, )

Vb, €R ¢ VkeR-1{0)).

Il primo invece non ¢ ’asse immaginario del piano di Gauss

in cui poter rappresentare a, +a,i, + a,i, +...a,, i

Dimm Dimm 2" —172"-1°

con parte immaginaria non nulla, e ’intera classe di equivalenza
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) Va,eR ¢ VkeR-{0}), ma

a,+k(ai +ay, +..a, i,
I’asse immaginario di un piano R,/ 4, (con R ., ottenuto
sempre dalla rotazione dell’asse [, ~di —z/2

perpendicolarmente al piano [ I, )); facendo ruotare

2"-3
th’h
h=1

R Ia, di @, —0u.  (parallelamente al piano

imm % Qimm a
imm imm

]2“3 ! y,) & a seguire, di ﬂz"*-lw —/32’1—14””””1
by,
=

(perpendicolarmente al piano /,, , 1,, ), il piano Ry, I, si

23
thih
h=1

sovrappone al piano R, I,

imm imm *

Come visto per i quaternioni, nel caso in cui uno dei 2 piani

R. I. ¢ R, I, abbiaasseimmaginario [, o 1,

imm imm

coincidente rispettivamente con ’asse /, ~  delle quote del
-1

n
N

riferimento [, 7, I, , per quanto visto precedente-

imm imm

; 2"-2 2"
th’h
h=l

mente, il corrispondente angolo @, 0 @, sara
aj, b

'imm Dimm

indeterminato (nel piano [, I, ) e pertanto potra
iy
h=1

supporsi &, =@, , dacuia,., -, B =0.

bimm imm bimm imm
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Ovviamente, nel caso in cui sia »%R. a, sara
2"

— — —1
™ Fo =P =P, =05 VR=12,.2" 1
In ognuno degli oo~ piani di Gauss in cui si possono
rappresentare i quaternioni non reali, cosi come in generale in

*~2 piani di Gauss in cui si possono

ognuno degli oo
rappresentare gli elementi non reali di un qualunque insieme

ipercomplesso C, s il prodotto ¢ commutativo e sono

verificate anche tutte le altre proprieta formali delle

operazioni tra numeri complessi (quindi, C, pud essere

pensato come unione dell’insieme reale e di o0~ insiemi

C, — R e, in generale, un qualunque insieme ipercomplesso

C,._, puo essere pensato come unione dell’insieme reale e di

0”2 insiemi C, — R).

Pertanto, in tale rappresentazione, per 1 quaternioni
appartenenti alla stessa classe di equivalenza, e in generale
per gli elementi di qualunque insieme ipercomplesso
appartenenti alla stessa classe di equivalenza (cosi come
ovviamente tra ipercomplessi con parte immaginaria nulla,
quindi numeri reali, e ipercomplessi qualsiasi), potremo

operare come con i numeri complessi.






| QUATERNIONI E IN GENERALE GLI IPERCOMPLESSI
PARTENDO DALLA FORMULA DI CAYLEY—-DICKSON

Il testo introduce in maniera unitaria gli insiemi successivi a quello dei numeri reali,
costruendo gli elementi di tali insiemi mediante la formula di Cayley—Dickson, in
modo che, ampliando opportunamente la definizione di ricorsivita, potra essere consi-
derato ricorsivo. Analizza quindi, prima per i quaternioni e poi in generale per qualun-
que insieme ipercomplesso, le quattro operazioni fondamentali, evidenziando in parti-
colare come quanto ottenuto per il prodotto di ipercomplessi immaginari permetta di
superare 'apparente incongruenza tra il prodotto di due unita immaginarie uguali e il
prodotto di due unitd immaginarie diverse, e di definire il prodotto e il quoziente di due
vettori. Affronta poi la questione della non validitd, a partire dai quaternioni, del princi-
pio di permanenza delle proprieta formali di Hankel e ridefinisce le condizioni alla base
della costruzione degli ampliamenti numerici; con tale ridefinizione dei criteri da rispet-
tare, ogni insieme ipercomplesso potrd ancora essere considerato un ampliamento degli
insiemi numerici precedenti. Infine, prima per i quaternioni e poi in generale per ogni
insieme ipercomplesso, descrive come ¢ possibile ottenere una partizione di tali insiemi
nell'insieme R dei numeri reali, rappresentabile ovviamente su una retta, e in infiniti
altri insiemi rappresentabili in piani di Gauss privati dei punti degli assi reali (ruotati
I'uno rispetto all’altro intorno all’origine O); in ognuno di tali infiniti sottoinsiemi con-
tinueranno a valere tutte le proprieta formali delle operazioni valide nell'insieme C, dei
numeri complessi e pertanto si potra operare come si opera in tale insieme.
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