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L’economia ¢ uno studio del genere umano
negli affari ordinari della vita.

ALFRED MARSHALL, Principi di Economia, 1890

Dalle teorie atte a spiegare e immaginare sistemi economici, all’applica-
zione, alla gestione e all’'organizzazione delle risorse, per arrivare, infine,
all’analisi, alla misura e al calcolo dei modelli possibili. Tutto questo ¢ econo-
mia, scienza dalle molteplici sfaccettature, che di frequente solleva e studia
problematiche che ai non esperti del settore possono apparire ostiche.

Questa collana ospita testi di taglio saggistico che contestano tale ostilita
e mirano a rendere fruibili argomenti potenzialmente spinosi per un lettore
privo di occhio scientifico.
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PREMESSA

Il presente lavoro ¢ basato in larga parte sulla rielaborazione dei testi del Prof.
Alpha C. Chiang sull’economia dinamica e i metodi matematici per I’economia, e
in particolare di:

* A.C. Chiang, Elements of Dynamic Optimization, McGraw-Hill, New York,
1992;

» A.C. Chiang, Fundamental Methods of Mathematical Economics, McGraw—
Hill, New York (varie edizioni).

Esso ¢ destinato agli studenti delle facolta di Economia che abbiano sostenuto
proficuamente un corso di matematica generale, ed ¢ stato elaborato con I’unica
preoccupazione di rendere una materia di per sé carica di contenuti matematici
pit fruibile a chi possiede basi matematiche non complete — almeno al livello di
un biennio di Ingegneria — nei settori dell’analisi reale e complessa e dell’analisi
funzionale.

Per questo motivo le nozioni piul avanzate (completezza degli spazi funzionali,
teoremi di esistenza, regolarita delle estremali) vengono richiamate nei loro
enunciati e nel loro significato, ma non sempre dimostrate per esteso, con rinvio
ai testi specialistici; mentre si ¢ dato ampio spazio alle motivazioni intuitive, ai
passaggi intermedi e alle interpretazioni economiche, nella convinzione che la
comprensione preceda, e renda possibile, il rigore. I riferimenti puntuali ai testi
di Chiang — capitoli, paragrafi e numeri di formula — sono forniti nelle note
e nei riquadri «Nel Chiang», per consentire al lettore il confronto diretto con la
trattazione originale.
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PREFAZIONE

1l presente lavoro raccoglie e ordina le esperienze di studio maturate dall’autore durante il
dottorato di ricerca, nel corso dell’approfondimento del manuale di Alpha C. Chiang, Elements
of Dynamic Optimization (McGraw—Hill, New York, 1992). Quanto qui esposto ¢ il frutto di
quel percorso: gli appunti, le rielaborazioni e i chiarimenti che si sono resi necessari per rendere
pienamente intelligibile un testo di grande ricchezza ma di non immediata accessibilita per chi
proviene da una formazione economica.

Questa monografia nasce da un’esigenza precisa: fornire al lettore economista gli strumenti
matematici necessari per affrontare gli Elements of Dynamic Optimization di Alpha C. Chiang
non come un elenco di prerequisiti da ripassare, ma come un corpo organico di idee. La
differenza non ¢ di stile, ma di sostanza. Un elenco di prerequisiti risponde alla domanda «che
cosa devo sapere?»; un’esposizione organica risponde alla domanda «perché 1’ottimizzazione
dinamica ha la forma che ha?».

La risposta a questa seconda domanda ruota attorno a un unico oggetto centrale: il
funzionale, cio¢ una funzione il cui argomento non ¢ un numero né un vettore di R”,
ma un’intera fraiettoria — un sentiero temporale di prezzi, di capitale, di consumo. Tutta
P’ottimizzazione dinamica, dal calcolo delle variazioni alla teoria del controllo ottimo, € lo
studio degli estremi di funzionali. Di conseguenza 1’architettura del testo ¢ la seguente.

e Parte I — L’ambiente. Prima di studiare le funzioni di traiettorie occorre capire dove
vivono le traiettorie: gli spazi di funzioni Cla,b] e C [a, b], 1e loro norme, la nozione di
vicinanza fra curve. E qui che emerge, con statuto matematico preciso, la distinzione fra
estremi deboli ed estremi forti, che nel Chiang resta implicita.

e Parte II — L’oggetto. Il funzionale: definizione rigorosa, esempi geometrici ed
economici (il monopolista di Evans, I’aggiustamento del capitale di Eisner—Strotz,
I’accumulazione ottima alla Ramsey), continuita di funzionali e formulazione del
problema variazionale fondamentale.

e Parte III — 1l calcolo. La variazione § come differenziale di Gateaux; la regola di
Leibniz come strumento di derivazione dei funzionali integrali; il lemma fondamentale
del calcolo delle variazioni (con dimostrazione completa); I’equazione di Eulero letta
come annullamento del gradiente in uno spazio di dimensione infinita; concavita e
condizioni di sufficienza.
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XIV  Prefazione

* Parte IV — La dinamica. Le equazioni differenziali come leggi del moto e I’analisi
qualitativa (diagrammi di fase, linearizzazione, punti di sella); 1’orizzonte infinito, con le
questioni di convergenza degli integrali impropri e 1’origine analitica delle condizioni di
trasversalita.

Parte V — 1l controllo. Il principio del massimo di Pontryagin: stato e controllo,
Hamiltoniana e co-stato, I’equazione del co-stato come legge di non-arbitraggio,
il valore corrente nei problemi scontati, le soluzioni bang-bang e la sufficienza di
Mangasarian. L'estensione ai sistemi a piu variabili (stati e controlli vettoriali) con il
conteggio della dimensione del sentiero a sella, centrale nella macrodinamica moderna, e
il trattamento dei vincoli di disuguaglianza (Kuhn-Tucker dinamico, vincoli su controllo
e stato, soluzioni a fasi). Eil completamento naturale del calcolo delle variazioni — che
ne risulta un caso particolare — e il ponte verso la seconda meta del Chiang.

Parte VI — Il tempo discreto. Le equazioni alle differenze e 1’ottimizzazione dinamica
periodo per periodo, con 1’equazione di Eulero discreta e il modello della ragnatela.
La programmazione dinamica di Bellman: la funzione valore, il principio di ottimalita,
I’equazione di Bellman e la sua soluzione per iterazione, con il legame fra funzione valore
e prezzo-ombra. E il linguaggio della macroeconomia computazionale moderna e la porta
naturale verso i modelli con incertezza.

Parte VII — L’incertezza. | fondamenti della probabilita (spazio campionario, variabili
aleatorie, valore atteso, attesa condizionata, processi di Markov), con approfondimenti
sulla teoria della misura; e I’ottimizzazione dinamica stocastica: 1’equazione di Bellman
con il valore atteso, I’equazione di Eulero stocastica, il risparmio precauzionale e un
cenno all’equazione di Hamilton-Jacobi—Bellman. E il completamento moderno del
Chiang, e la porta della macroeconomia e della finanza quantitative.

Ogni capitolo ¢ organizzato secondo la scansione classica Definizione—Teorema—
Dimostrazione—Osservazione, nella tradizione espositiva della scuola matematica italiana. Le
dimostrazioni sono svolte per esteso quando sono formative (lemma fondamentale, teorema di
sufficienza, regola di Leibniz nel caso base) e sostituite da enunciati accurati con rinvii quando
richiederebbero strumenti estranei allo scopo del testo (Picard—Lindel6f, Hartman—Grobman).
I box color sabbia contengono I’ interpretazione economica dei risultati; i box grigi, in chiusura
di sezione o capitolo, indicano dove il materiale riappare nel Chiang. Gli esercizi sono graduati
su tre livelli ( immediato, intermedio, impegnativo) e ciascuno ¢ seguito dalla propria
soluzione.

Una avvertenza sull’uso. Questo testo non sostituisce il Chiang: lo precede e lo accompagna.
11 lettore che lo abbia assimilato trovera nei capitoli 1-10 del Chiang non formule da accettare,
ma conseguenze naturali di una struttura gia compresa.



PREFAZIONE

Vi sono libri che nascono per rispondere a una domanda d’esame, e libri
che nascono per rispondere a una domanda del nostro tempo. Il volume
che il lettore ha fra le mani appartiene alla seconda categoria. Matematica
dell’economia dinamica, di Italo Maria Scrocchia, si presenta come un’in-
troduzione rigorosa agli strumenti dell’ ottimizzazione dinamica — dal cal-
colo delle variazioni al principio del massimo, dalla programmazione di-
namica di Bellman all’ottimizzazione stocastica — nello spirito dei clas-
sici Elements of Dynamic Optimization di Alpha C. Chiang. Ma sarebbe
riduttivo leggerlo soltanto come un manuale di matematica per economisti:
esso ¢, nel senso piu pieno, un libro sulla sostenibilita.

La convinzione che attraversa queste pagine, e che condivido senza ri-
serve, ¢ che I’ottimizzazione dinamica sia il linguaggio matematico dello
sviluppo sostenibile. Il modello di Ramsey, che apre e accompagna la trat-
tazione, pone la domanda che ogni societa responsabile deve porsi: quanto
consumare oggi e quanto accumulare per domani. E il problema dell’equita
intergenerazionale tradotto in un funzionale da massimizzare. La teoria del
controllo ottimo fornisce il quadro entro cui pensare la gestione di risorse
rinnovabili ed esauribili — foreste, pesca, energia, capitale naturale —
mentre la condizione di trasversalita, spesso liquidata come tecnicismo,
rivela qui il suo significato piu profondo: essa ¢ il vincolo formale sul la-
scito che consegniamo alle generazioni future, cio che deve restare quando
I’orizzonte della nostra scelta si chiude. Chi cerca il fondamento analitico
delle agende europee sulla sostenibilita lo trovera, in ultima istanza, in que-
ste equazioni.

Proprio per questo il volume si colloca con naturalezza accanto alle ini-
ziative che I’Unione Europea promuove per avvicinare i giovani alla ma-
tematica della sostenibilita, fra cui il progetto Erasmus+ Math4Sustainabi-
lity, che attraverso enigmi matematici e dilemmi socio—scientifici intro-
duce nelle scuole il nesso fra pensiero quantitativo e pratiche sostenibili.
Se quel progetto semina la curiosita, un’opera come questa ne rappresenta
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I’approdo accademico: la continuita verticale che conduce dallo stupore
del puzzle alla padronanza del modello, e che da ai percorsi STEM “verdi”
uno sbocco universitario di livello avanzato.

Il libro colma inoltre un vuoto reale nella manualistica in lingua ita-
liana, dove mancava una trattazione organica che tenesse insieme il rigore
matematico — definizione, teorema, dimostrazione — e 1’interpretazione
economica di ogni passaggio: prezzi—ombra, arbitraggio, aspettative, ri-
schio. La scelta didattica dell’autore, per cui la comprensione precede il
formalismo senza mai sostituirlo, gli esercizi graduati con soluzioni com-
plete e ’apparato originale di figure e diagrammi di fase ne fanno uno stru-
mento prezioso per gli studenti magistrali e i dottorandi di area economica,
statistica e di ingegneria gestionale, e un riferimento per i docenti che cer-
cano un ponte affidabile fra la matematica e I’economia dinamica.

L’autore, del resto, ¢ la persona giusta per costruire questo ponte: la
formazione in economia, statistica e ingegneria gestionale e il dottorato di
ricerca in Economia e tecnologie per lo sviluppo sostenibile fanno di que-
sto volume non un esercizio occasionale, ma la naturale prosecuzione di
un percorso scientifico coerente.

Per tutte queste ragioni ritengo che il sostegno alla pubblicazione di
quest’opera sia un investimento pienamente giustificato: per le sue rica-
dute didattiche immediate, per il contributo che offre alla terza missione
dell’ Ateneo, per la coerenza con gli obiettivi europei in materia di istru-
zione di qualita e di azione per il clima. Finanziare libri cosi significa fare
cio che I’ottimizzazione dinamica insegna: rinunciare a poco oggi per con-
segnare molto a chi verra dopo di noi.

Sono dunque lieta di accompagnare il volume con questa prefazione,
certa che sapra trovare i lettori — e le istituzioni — che merita.

Foggia, Luglio 2026

MARIANTONIETTA FIORE

Professoressa Ordinaria di Economia Agraria,
Alimentare e Estimo rurale (AGRI-01/4)
Universita degli Studi di Foggia
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