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Prefazione 

Questo volume nasce con l'obiettivo di offrire una trattazione rigorosa, ma al tempo stesso 

accessibile di alcuni temi fondamentali della matematica di base, con particolare attenzione 

al calcolo combinatorio e al principio di induzione, strumenti essenziali tanto per gli studi 

universitari quanto per la preparazione degli studenti di istruzione secondaria superiore, in 

particolare a coloro che frequentano i licei scientifici e si preparano alle prove scritte ed 

orali dell'Esame di Stato, nonché alle prove di accesso alle facoltà tecnico-scientifiche. 

Nel testo, ai concetti teorici si affiancano numerosi esempi e problemi selezionati per 

illustrare le tecniche di ragionamento tipiche della matematica. Una particolare attenzione 

è dedicata ai quesiti tratti dalle prove della Scuola Normale Superiore e dagli Esami di Stato 

dei licei scientifici, scelti per mostrare come gli argomenti trattati possano essere applicati 

in contesti con differenti livelli di complessità. Questi esercizi rappresentano un banco di 

prova significativo sia per lo studente universitario, che desidera consolidare le proprie 

competenze, sia per lo studente delle scuole superiori che mira ad un approfondimento oltre 

il programma curricolare. 

Accanto agli aspetti teorici, il volume pone inoltre attenzione al rapporto tra matematica e 

programmazione, proponendo esempi di applicazioni dell'analisi matematica nel 

linguaggio Python. Tale integrazione risponde all'esigenza sempre più attuale, di mostrare 

come concetti matematici possano essere tradotti in algoritmi e strumenti computazionali. 

L’obiettivo è evidenziare come la matematica continui a costituire il nucleo teorico su cui 

poggiano numerose tecniche informatiche moderne. 

Il testo si propone dunque come una guida che possa accompagnare il lettore lungo un 

percorso unitario, offrendo un quadro coerente e motivato dei concetti affrontati. L'auspicio 

è che esso possa essere utile sia per chi muove i primi passi nello studio universitario, 

sia per gli studenti più giovani, favorendo un approccio consapevole allo studio della 

matematica e delle sue applicazioni informatiche. 
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Capitolo 1 

Calcolo combinatorio 

1.1. Introduzione  

Il calcolo combinatorio si propone la ricerca dei possibili raggruppamenti che si possono 

ottenere con un determinato numero di oggetti. Prima di definire le disposizioni, le 

combinazioni e le permutazioni, enunciamo alcuni principi la cui dimostrazione intuitiva, 

anche se poco formale, è molto semplice ragionando con i diagrammi di Eulero-Venn. 

Inoltre, attraverso alcuni esempi vediamo come si applicano 

Principio di inclusione-esclusione – Siano  e  insiemi finiti. Allora, 

 

Quanti sono i numeri naturali minori di 31 divisibili per 2 o per 3? Chiamiamo  l’insieme 

dei divisibili per 2 e  l’insieme dei divisibili per 3. Si ha che 

 Per il principio di inclusione-esclusione, 

 

Quanti sono i numeri naturali minori di 31 divisibili per uno ed uno solo tra 2 e 3? Noi 

vogliamo gli elementi che stanno in uno solo dei due insiemi. Quindi partendo da +  

bisogna sottrarre due volte l’intersezione perché gli elementi di  nella somma 

precedente compaiono 2 volte, sia tra gli elementi di A che tra gli elementi di B. Pertanto, 

la soluzione è data da 

 

Principio di moltiplicazione – Siano  e  insiemi finiti. Allora, 

 

In una scuola di ballo ci sono dodici donne e sette uomini. Quante possibili coppie si 

possono formare? 

 

Un ragazzo ha 3 pantaloni e 5 magliette. In quanti modi diversi può vestirsi? 
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Principio di inclusione-esclusione in forma generale – Siano  una famiglia 

finita di insiemi finiti. Allora, 

 

 

Quanti sono i numeri interi positivi minori o uguali di 1000 che sono divisibili per almeno 

uno tra 15, 20 e 25? Detto  l’insieme dei numeri da 1 a 1000 divisibili per 15, si ha 

 Indicando con  l’insieme dei numeri da 1 a 1000 divisibili per 20, si ha . 

Detto  l’insieme dei numeri da 1 a 1000 divisibili per 25, si ha  Inoltre,    

 

Pertanto, 

 

Quanti sono i numeri interi positivi minori o uguali di 400 che sono divisibili per uno ed 

uno solo tra 10, 12 e 15? Detto  l’insieme dei numeri da 1 a 400 divisibili per 10, si ha 

 Indicando con  l’insieme dei numeri da 1 a 400 divisibili per 12, si ha 

. Detto  l’insieme dei numeri da 1 a 400 divisibili per 15, si ha  Inoltre,    

 

Applichiamo una variante del principio di inclusione-esclusione. Noi vogliamo gli elementi 

che stanno in uno dei 3 insiemi e in nessuno degli altri 2. Quindi partendo da 

, bisogna eliminare gli elementi nelle intersezioni di due di questi insiemi. Per fare ciò, 

ciascuna intersezione va sottratta due volte perché, ad esempio, gli elementi di  nella 

somma precedente compaiono due volte, sia tra gli elementi di A che tra gli elementi di B. 

Così arriviamo   a 

 

Questo non è ancora il risultato corretto perché gli elementi di  sono stati inseriti 

all’inizio 3 volte (in A, in B e in C), e poi sottratti 6 volte (infatti compaiono 2 volte in 

ciascuna delle 3 intersezioni di 2 insiemi). Quindi per pareggiare il bilancio bisogna 

aggiungerli altre 3 volte.  

 

 Al termine del primo semestre del primo anno, la situazione degli studenti 
immatricolati al corso di laurea in Informatica nell’anno accademico 2024/25 è la 
seguente: 141 studenti hanno superato Matematica Discreta, 130 l’esame di 
Programmazione, 156 l’esame di Architettura, 28 hanno superato tutti e tre gli 
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esami, 65 hanno superato Matematica Discreta e Programmazione, 77 Matematica 
Discreta e Architettura, 52 Programmazione e Architettura. Infine, 139 studenti non 
hanno superato nessun esame. Quanti sono gli immatricolati? 

Applicando il principio di inclusione-esclusione, si ha 

 

A questi dobbiamo aggiungere gli studenti che non hanno superato nessun esame e, quindi, 

gli immatricolati sono 

 

Principio di moltiplicazione in forma generale – Siano  una famiglia finita 

di insiemi finiti. Allora, 

 

In tre classi ci sono rispettivamente 11, 15 e 20 alunni. Bisogna mandare una rappresentanza 

formata da un alunno di ciascuna classe. Quante terne di studenti si possono formare? 

 

 Quante sono le sigle di tre caratteri che possiamo scrivere utilizzando per il primo 
posto i simboli  e , le cifre  per il secondo ed i simboli  per il terzo? 

 

 

Siano  e  due insiemi finiti con  e  Allora  Pertanto, 

il numero di corrispondenze tra  e  è pari a  Indichiamo con  l’insieme delle 

applicazioni  Sicuramente  Poiché,     l’immagine  può 

essere scelta in  modi diversi, per ogni ,...,  in  ci sono  valori del suo 

corrispondente in . Quindi si hanno  (con  fattori). Pertanto, avremo 

 funzioni. 

 

Principio dei cassetti - Dati  oggetti e  cassetti con , allora almeno un cassetto 

deve contenere più di un oggetto. Precisamente, deve contenere almeno  oggetti, ove il 

simbolo indica la parte intera superiore di   

Si stima che l’area della testa umana che può avere capelli è di  e che ogni  

contiene al massimo  capelli. Dimostriamo che a Roma che ha 2.788.000 di abitanti ci 

sono almeno 22 persone che hanno lo stesso numero di capelli. Il numero massimo possibile 

di capelli è  Consideriamo 127.876 cassetti numerati ed in ognuno 

di essi mettiamo il documento di un abitante che ha il numero di capelli uguale al numero 
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del cassetto. Il cassetto 0 vuol dire totalmente calvo. Poiché  il principio 

dei cassetti ci garantisce quanto detto.  

 

Supponendo che l’amicizia sia sempre reciproca, dimostriamo che ad una festa ci sono 

sempre due persone che hanno lo stesso numero di amici. Sia  il numero di persone 

presenti ad una festa. Ognuno di essi può avere da 0 ad  amici. Consideriamo  scatole 

contrassegnate con  ed all’interno della k-esima scatola mettiamo un foglio 

con il nome di chi ha  amici. Se in ogni cassetto ci fosse un solo foglio, tutte le persone 

avrebbero un numero diverso di amici. Quindi ce ne sarebbe una con 0 amici e un’altra con 

 amici, il che è impossibile in quanto quest’ultima è amica di tutti (compreso di colui 

che ha 0 amici). 

 

Ad un appello d’esame ci sono 60 studenti. Dimostriamo che almeno tre studenti hanno il 

cognome che inizia con la stessa lettera dell’alfabeto inglese. Consideriamo 26 scatole 

contrassegnate con una delle lettere dell’alfabeto ed in ognuna di esse si pone un biglietto 

con il cognome di ogni studente iniziante con la lettera che contrassegna la scatola. Poiché 

 il principio dei cassetti ci garantisce quanto detto. 

 

1.2. Disposizioni  

Consideriamo  elementi distinti ed un numero  

Definizione 1.1 – Si chiamano disposizioni semplici di classe k, tutti i gruppi che si 

ottengono con k elementi ciascuno in modo che ogni gruppo si differenzi dagli altri o per 

qualche elemento o per l’ordine con cui sono disposti.  

Questo numero lo si indica con  e si legge disposizioni di n oggetti k a k. Si dimostra 

che 

 

Esempi 

Consideriamo la parola ALFREDO. Quante sono le parole, anche prive di significato, che 

si possono ottenere usando 4 diverse lettere che compongono il nome? Ogni parola si 

18  Complementi di analisi matematica per informatici
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differenzia da un’altra se cambia almeno una lettera oppure se cambia l’ordine. Pertanto, è 

una disposizione semplice di 7 oggetti a gruppi di 4. Si ha 

 

In quanti modi diversi possono essere sistemati su una libreria 7 libri scelti tra 20 libri?  

 

 

In una gara di corsa gli scommettitori devono indovinare gli atleti che arriveranno al 1°, 2° 

e 3° posto. Supponendo che gli atleti siano 10, quanti sono i possibili ordini d'arrivo nelle 

prime tre posizioni? 

 

 

Quanti sono i numeri di tre cifre tutte diverse tra loro usando solo i numeri 2,4,6,8? 

Abbiamo una disposizione semplice e, quindi, si ha 

 

Dobbiamo creare una password di cinque termini in modo che i primi due posti siano 

occupati da due differenti cifre e gli altri tre posti da lettere differenti dell’alfabeto italiano. 

Quante sono le possibili password? Per i primi due posti abbiamo  e per gli ultimi tre 

 Pertanto, si ha 

 

 

 

Quanti numeri di tre cifre tutte diverse si possono formare con le dieci cifre decimali? 

Calcolando  noi contiamo anche i numeri che cominciano con 0 che, pertanto, 

sono numeri di due cifre. Quindi, consideriamo le nove cifre diverse da zero e calcoliamo 

le loro disposizioni semplici  Ponendo lo zero davanti a tutti questi numeri, 

otteniamo quelli da eliminare. La risposta alla nostra domanda è 720-72 = 648. 

 

Osserviamo che, se  e  il numero di funzioni iniettive da  in  è zero se 

 mentre è pari a  se   

Se  e , quante sono le funzioni iniettive da  in ?  

i. Calcolo combinatorio  19
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Quante sono le funzioni non iniettive da  in ?  

Il numero di funzioni da  in  è  Pertanto, il numero di funzioni non iniettive 

è  

Definizione 1.2 – Si dicono disposizioni con ripetizione di n elementi di classe k, tutti i 

gruppi che si possono formare con gli elementi dati in modo che ogni gruppo ne contenga 

k ma ogni elemento può essere ripetuto fino a k volte. 

Questo numero lo si indica  e si dimostra che 

 

Quanti sono i numeri di tre cifre usando solo i numeri 2,4,6,8? Abbiamo una disposizione 

con ripetizione e, quindi, si ha 

 

 

 

Una persona deve pernottare 3 notti a Roma e ci sono 10 alberghi liberi. In quanti modi può 

decidere di pernottare? Poiché può decidere di pernottare in alberghi diversi o anche nello 

stesso albergo, abbiamo  

 

 

 

Dobbiamo creare una password di cinque termini in modo che i primi due posti siano 

occupati da due cifre e gli altri tre posti da lettere dell’alfabeto italiano. Quante sono le 

possibili password? Per i primi due posti abbiamo  e per gli ultimi tre  Pertanto, 

si ha 

 

 

1.3. Permutazioni 

Consideriamo  elementi distinti.  
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