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PARTE I

Verifica empirica della relazione lineare  
tra la velocitµa di un carrello in moto libero 
e la resistenza dell’aria in regime laminare





1 Introduzione

L’utilizzo della guidovia a cuscino d’aria per la verifica empirica della dipen-
denza lineare della velocità dallo spazio percorso, in seguito alla traslazione
di un corpo rigido all’ interno di un fluido viscoso in regime laminare e in as-
senza di forza motrice, presso i laboratori delle Università e di altro genere, è
di cos̀ı lunga data da rendere superfluo qualsiasi ulteriore cenno al riguardo.
Viceversa, l’analisi degli errori sulla velocità, determinata per il tramite di
un metodo di misura indiretto, e una discussione accurata sulle verifiche ef-
fettuate, hanno ricevuto scarsa considerazione a causa di una maggiore com-
plessità del problema. Tali argomenti, tuttavia, ci sembrano inevitabili ai fini
di una trattazione globale, e costituiscono lo scopo della presente ricerca.

Le motivazioni esposte impongono di ridurre al minimo indispensabile le
considerazioni già ampiamente sfruttate per la verifica della dipendenza line-
are della velocità dallo spazio percorso, e al contrario di dare ampio risalto
a tutto quanto, molto meno dibattuto, concerne l’applicabilità della formula
di propagazione degli errori per la determinazione dello scarto di precisione1

(o scarto quadratico medio) e la soluzione del problema della misura, relati-
vamente alla velocità.

Gli argomenti dei prossimi paragrafi saranno, nell’ordine: scopo dell’espe-
rienza; attrito viscoso nei fluidi in regime laminare; moto rettilineo lungo un
piano inclinato: fluido ambiente viscoso in regime laminare; moto rettili-
neo lungo un piano orizzontale: fluido ambiente viscoso in regime laminare;
soluzione del problema della misura; verifica grafica sul piano cartesiano; ela-
borazione dei dati. Una galleria fotografica che ritrae gli aspetti essenziali
della strumentazione è presentata nella parte quarta.

1Si preferisce denominare errore di precisione e scarto di precisione il parametro
comunemente definito come errore quadratico medio e scarto quadratico medio,
rispettivamente, a motivo di quanto segue. L’errore quadratico medio e quindi lo scarto
quadratico medio, che ne costituisce la stima più attendibile, è inversamente proporzionale
al modulo di precisione della distribuzione delle misure corrispondente al metodo uti-
lizzato. In questa accezione, si può definire la precisione di un metodo di misura come
l’ inverso dell’errore di precisione della relativa distribuzione delle misure.
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2 Scopo dell’esperienza

L’esperienza è finalizzata alla verifica della dipendenza lineare della velocità
dallo spazio percorso, in seguito alla traslazione di un corpo rigido immerso
all’ interno di un fluido viscoso in regime laminare e in assenza di forza
motrice, utilizzando un carrello che scorre senza attrito radente su una guida
rettilinea orizzontale, dopo aver ricevuto un impulso iniziale. Al riguardo, si
procede attraverso i passaggi seguenti.

1) Attrito viscoso nei fluidi in regime laminare.

2) Moto rettilineo lungo un piano inclinato: fluido ambiente viscoso in
regime laminare.

3) Moto rettilineo lungo un piano orizzontale: fluido ambiente viscoso in
regime laminare.

4) Soluzione del problema della misura.

5) Verifica grafica sul piano cartesiano.

6) Compatibilità del coefficiente di viscosità dinamica dell’aria, in condi-
zioni ambiente, con la retta d’ interpolazione dedotta dai dati, nei limiti
d’errore.

7) Verifica (a posteriori) che l’attrito viscoso dovuto all’aria è trascurabile
e quindi opera in regime laminare.

I punti menzionati saranno trattati nei paragrafi successivi.

13





3 Attrito viscoso nei fluidi in regime laminare

Si consideri un fluido viscoso caratterizzato da un campo di velocità indipen-
dente dal tempo, vale a dire in condizioni di regime, relativamente ad
un ostacolo fisso costituito da un corpo rigido arbitrario ma prefissato. Si
supponga che la velocità relativa tra il corpo e il fluido sia sufficientemente
piccola da assicurare il regime laminare. In tali condizioni la forza di pres-
sione, FP, esercitata dal fluido che scorre sul corpo fermo, è uguale alla forza
resistente, FR, esercitata dal fluido fermo sul corpo che trasla, a parità di
velocità relativa tra corpo e fluido, FP = FR = Fv.

In generale si trova che la forza passiva, dovuta all’attrito viscoso in regime
laminare, è espressa da una relazione del tipo:

Fv = −kη�v ; (1)

dove k è un fattore di forma, dipendente dalla superficie del corpo a contatto
con il fluido e dall’orientazione rispetto alla direzione di �v; η è il coefficiente di
viscosità dinamica del fluido; � una dimensione tipica del corpo; v la velocità
relativa tra corpo e fluido non perturbato.

Nel caso particolare della sfera si trova che k = 6π; � = R essendo R il
raggio della sfera; e la relazione precedente diviene:

Fv = −6πηRv ; (2)

che è la legge di Stokes.
In conclusione, si può affermare che la forza resistente dovuta all’attrito

viscoso, da parte di un fluido in regime laminare nei confronti di un corpo
rigido in traslazione uniforme rispetto ad esso, risulta direttamente pro-
porzionale alla velocità relativa tra corpo e fluido, a parità di altre condizioni.

Per definire i limiti di validità della legge di Stokes o più in generale della
(1), da un punto di vista quantitativo, si definisce il numero di Reynolds:

R =
ρv̄�

η
; (3)

dove ρ è la densità del fluido e v̄ la velocità media del flusso in prossimità
del corpo. Si vede sperimentalmente che la legge di Stokes è valida per valori
del numero di Reynolds sufficientemente piccoli, R <∼ 0.2.
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4 Moto rettilineo lungo un piano inclinato:

fluido ambiente viscoso in regime laminare

Si consideri un carrello che scivola su una guida rettilinea inclinata di un
angolo, θ, rispetto all’orizzontale, sotto l’azione di una forza motrice dovuta
alla componente della gravità lungo la direzione del moto, cui si oppone una
forza passiva dovuta all’attrito radente e/o volvente, esercitata dalle parti
di sistema a contatto in moto relativo l’una rispetto all’altra, e una forza
passiva dovuta all’attrito viscoso, esercitato dall’aria (in regime laminare)
sulla superficie esterna del sistema in movimento.

Siano t0, s0, v0, i valori iniziali del tempo trascorso, dello spazio percorso2,
della velocità, rispettivamente. L’equazione del moto è fornita dalla seconda
legge della dinamica, tenendo conto che nelle condizioni considerate il moto
è rettilineo. Risulta pertanto:

mg(sen θ − kR cos θ)− k′
vmv = ma ; (4)

k′
vm = kv ; kv = kη� ; (5)

essendo m la massa del carrello; g l’accelerazione di gravità locale; kR il coef-
ficiente di attrito radente3 e/o volvente4; k il coefficiente di forma del carrello;

2Preferiamo riferirci ai termini “tempo trascorso” e “spazio percorso” anziché ai termini
“tempo” e “spazio” per una duplice ragione: in primo luogo, intendiamo i concetti di
tempo e di spazio alla stregua di aspetti o proprietà del cosmo e non dei suoi costituenti;
in secondo luogo, ogni considerazione cinematica o dinamica ha senso soltanto se riferita
ad un sistema di assi arbitrario ma prefissato, tale da esprimere ogni punto del continuum
spazio-temporale per mezzo di quattro coordinate: tre spaziali, riconducibili allo spazio
percorso, e una temporale, riconducibile al tempo trascorso.

3In relazione a due corpi in moto relativo l’uno rispetto all’altro e a contatto su una
superficie di scorrimento, il coefficiente di attrito radente è definito dal rapporto tra
la forza resistente dovuta allo scorrimento e la componente, normale alla superficie di
scorrimento, della forza che tiene i due corpi a contatto:

kR =
FR

FN
; FR = kRFN ;

conformemente alle leggi di Coulomb sulla forza d’attrito radente, la quale: 1) dipende
linearmente dalla componente, normale alla superficie di scorrimento, della forza che tiene
i due corpi a contatto; 2) è indipendente dall’estensione della superficie di scorrimento;
3) è indipendente dalla velocità relativa tra i due corpi. Le leggi menzionate non sono
rigorose bens̀ı approssimate, e il loro utilizzo è legato alla validità di particolari ipotesi
restrittive. Nel caso particolare di un carrello che scivola su una guida rettilinea inclinata,
FN = mg cos θ, donde:

FR = kRmg cos θ .

4In relazione a un corpo in rotolamento (senza strisciare) su una superficie, il coef-

ficiente di attrito volvente è definito dal rapporto tra la forza resistente dovuta al
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η il coefficiente di viscosità dinamica dell’aria; � una dimensione tipica del
carrello; v e a la velocità e l’accelerazione del carrello, rispettivamente; θ = 0
in assenza di forza motrice.

Ai fini dell’ integrazione, si effettua il cambiamento di variabile:

φ = mg(sen θ − kR cos θ)− k′
vmv ; φ̇ = −k′

vma ;

e l’equazione di partenza diviene:

φ =
φ̇

−k′
v

; φ̇ = −k′
vφ = − φ

τv
; τv =

1

k′
v

;

separando le variabili e integrando, si ha:

dφ

φ
= − dt

τv
; log

φ

φ0

= −t− t0
τv

; φ = φ0 exp
(
−t− t0

τv

)
;

la quale, tornando alla vecchia variabile, si scrive sotto la forma:

mg(sen θ − kR cos θ)− k′
vmv = [mg(sen θ − kR cos θ)− k′

vmv0]×

× exp
(
−t− t0

τv

)
;

g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

− v =

[
g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

− v0

]
exp

(
−t− t0

τv

)
;

e quindi in definitiva:

v − v0 = (v∞ − v0)
[
1− exp

(
−t− t0

τv

)]
; lim

t→+∞
v = v∞ ; (6)

τv =
1

k′
v

; v∞ =
g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

;
v∞
τv

= g(sen θ − kR cos θ) ; (7)

rotolamento e la componente, normale alla superficie di rotolamento, della forza che tiene
il corpo a contatto della stessa, moltiplicato per la distanza tra il baricentro del corpo e il
centro istantaneo di rotazione:

kV = r
FV

FN
; FV =

kV
r
FN .

Nel caso particolare di un carrello che rotola (a mezzo di ruote cilindriche) su una guida
rettilinea inclinata, FN = mg cos θ, donde:

FV =
kV
r
mg cos θ = KRmg cos θ ; KR =

kV
r

;

dove KR si può interpretare alla stregua di un coefficiente d’attrito radente efficace.
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η il coefficiente di viscosità dinamica dell’aria; � una dimensione tipica del
carrello; v e a la velocità e l’accelerazione del carrello, rispettivamente; θ = 0
in assenza di forza motrice.

Ai fini dell’ integrazione, si effettua il cambiamento di variabile:

φ = mg(sen θ − kR cos θ)− k′
vmv ; φ̇ = −k′

vma ;

e l’equazione di partenza diviene:
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−k′
v
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vφ = − φ

τv
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v

;

separando le variabili e integrando, si ha:

dφ

φ
= − dt

τv
; log

φ

φ0

= −t− t0
τv

; φ = φ0 exp
(
−t− t0

τv

)
;

la quale, tornando alla vecchia variabile, si scrive sotto la forma:

mg(sen θ − kR cos θ)− k′
vmv = [mg(sen θ − kR cos θ)− k′

vmv0]×
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(
−t− t0

τv

)
;

g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

− v =

[
g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

− v0

]
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(
−t− t0

τv

)
;

e quindi in definitiva:

v − v0 = (v∞ − v0)
[
1− exp

(
−t− t0

τv

)]
; lim

t→+∞
v = v∞ ; (6)

τv =
1

k′
v

; v∞ =
g(sen θ − kR cos θ)

k′
v

;
v∞
τv

= g(sen θ − kR cos θ) ; (7)

rotolamento e la componente, normale alla superficie di rotolamento, della forza che tiene
il corpo a contatto della stessa, moltiplicato per la distanza tra il baricentro del corpo e il
centro istantaneo di rotazione:

kV = r
FV

FN
; FV =

kV
r
FN .

Nel caso particolare di un carrello che rotola (a mezzo di ruote cilindriche) su una guida
rettilinea inclinata, FN = mg cos θ, donde:

FV =
kV
r
mg cos θ = KRmg cos θ ; KR =

kV
r

;

dove KR si può interpretare alla stregua di un coefficiente d’attrito radente efficace.

dove τv ha le dimensioni di un tempo, mentre v∞ rappresenta la velocità limite
raggiunta dal carrello dopo aver coperto una distanza idealmente infinita. Ne
discende che il prodotto, v∞τv, ha le dimensioni di uno spazio percorso e il
rapporto, v∞

τv
, ha le dimensioni di un’accelerazione.

Derivando membro a membro rispetto al tempo, si ottiene:

a =
v∞ − v0

τv
exp

(
−t− t0

τv

)
. (8)

Tenendo conto della definizione di velocità istantanea, separando le va-
riabili, e integrando membro a membro l’espressione risultante, si ha:

s = s0 + v∞(t− t0)− (v∞ − v0)
∫ t

t0
exp

(
−t− t0

τv

)
dt ;

e quindi in definitiva:

s− s0 = v∞(t− t0)− (v∞ − v0)τv

[
1− exp

(
−t− t0

τv

)]
. (9)

Infine dalla sostituzione della (6) nella (9) si ottiene l’espressione della
velocità in funzione dello spazio percorso e del tempo trascorso:

s = s0 + v∞(t− t0)− τv(v − v0) ;

e quindi in definitiva:

v − v0 = v∞
t− t0
τv

− s− s0
τv

. (10)

Le (6), (8), (9), possono esprimersi sotto forma più compatta, in termini
delle variabili ridotte:

t̂ =
t− t0
τv

; ŝ =
s− s0
v∞τv

; v̂ =
v − v0
v∞

; â =
aτv
v∞

; (11)

in quanto tali, prive di dimensioni fisiche. Sostituendo le (11) nelle (6), (8),
(9), si ottiene:

v̂ =
(
1− v0

v∞

) [
1− exp

(
−t̂

)]
; (12)

â =
(
1− v0

v∞

)
exp

(
−t̂

)
; (13)

ŝ = t̂−
(
1− v0

v∞

) [
1− exp

(
−t̂

)]
; (14)
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Figura 1. Dipendenza della velocità ridotta, ˆ, dell’accelerazione ridotta,v ˆ,a
dello spazio percorso ridotto, ŝ, dal tempo trascorso ridotto, t̂, nel dominio,
0 ≤ t̂ ≤ 1, relativamente a un carrello che scivola su una guida rettilinea
inclinata in corrispondenza a v0

v∞
= 0.

rispettivamente, la cui validità è universale per un fissato valore del rapporto,
v0
v∞

.
Si osservi che assumere t0 = 0, s0 = 0, non lede la generalità della

trattazione e, ai fini del problema considerato, si rende necessaria l’esistenza
di una configurazione del sistema dove la velocità è nulla in presenza di forza
motrice.

La dipendenza della velocità ridotta, v̂, dell’accelerazione ridotta, â, dello
spazio percorso ridotto, ŝ, dal tempo trascorso ridotto, t̂, nel dominio, 0 ≤
t̂ ≤ 1, in conformità alle (12), (13), (14), rispettivamente, nel caso, v0

v∞
= 0,

è rappresentata in Fig. 1.
Nel limite in cui l’attrito viscoso sia infinitesimo, kv → 0, donde τv →

+∞, v∞ → +∞, si deve tenere presente che, nei grafici di Fig. 1, i punti
al finito sono concentrati nell’origine mentre le curve rappresentano i punti
all’infinito, dove il tempo trascorso è infinito dello stesso ordine di τv, lo spazio
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